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Prefazione. 



Il sistema ordinario di numerazione è qaello a base dieci; esso si è talmente 
propagato per ogni dove, che presentemente è l'unico sistema numerico in uso 
Ciò non toglie che la scelta del medesimo sia affatto arbitraria, senza esser punto 
giustificata da eventuali vantaggi che esso per avventura potesse offiìre in confronto 
ad altri sistemi numerici; che il sistema duodecimale per esempio sarebbe ad esso 
di gran lunga preferibile per più ragioni, che nel corso del presente lavoro saranno 
a loro luogo enunciate. 

Il sistema numerico decimale trae evidentemente le sue origini dal numero 
delle dita delle mani; il qual numero trasse gli uomini, dirò così, istintivamente a 
contare per decine; perciò tale conteggio è anche detto: „dactilonomia*, ma anche 
ammessa tale origine il sistema prescelto non è per questo meno arbitrario; che dalla 
medesima origine potevano nascere il sistema quinario (a base cinque, corrispon- 
dente al numero delle dita d' una sola mano) ed il sistema vigesimale (a base venti, 
corrispondente al numero complessivo delle dita tra mani e piedi); sistemi, i quali 
sono od erano effettivamente in uso presso alcune nazioni È noto che p. es. nel- 
V idioma francese si trovano ancora tracce del contare per ventine nel „ quatre-vingt ". 

La più piccola base che si possa scegliere per un sistema numerico è evidente- 
mente il numero due, colla qual base si ottiene il così detto sistema „ binario" di 
numerazione. Sono grandi i vantaggi che risulterebbero dal calcolo con numeri 
scritti in questa base; che qualunque operazione si ridurrebbe unicamente ad operare 
sui numeri 0, edl, che sono le sole cifre di questo sistema; sé non chetali vantaggi 
si rendono quasi illusori in causa del gravissimo inconveniente prodotto dal dover 
scrivere con un numero molto grande di cifre un numero anche relativamente pic- 
colo. — Tuttavia Leibnitz nella sua „ Aritmetica binaria" dimostrò, che il sistema 
binario interesserebbe moltissimo in teoria, inquantochè col suo mezzo si facilitereb- 
bero di molto certe ricerche teoriche, e per dare un solo esempio delle importanti 

applicazioni teoriche cui tale sistema è suscettibile, citerò le tavole dei logaritmi binari 
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dei numeri naturali; che troyano un^ immediata applicazione nelV acustica e precisa- 
mente nella teoria degli intervalli musicalL Una tavola simile si trova estesa dai 
numeri 1 a 320 in ^MontferrierfDictionnaire des sciences mathématiques '^ Tomo III 
pag. 252 ; dalla quale opera trassi i presenti cenni storicL 

n padre Bouvet, gesuita, missionnario della China, cui Leibnitz comunicò la 
sua „ Aritmetica binaria *, opinò che solo col mezzo della medesima era possibile in- 
dagare il senso d* una inscrizione antica lasciata dall' imperatore Fohi, di cui da quasi 
un millennio s'era smarrito il significato; tale inscrizione consiste in combinazioni 
differenti d' una lineetta intera ( — , che vale uno), con una lineetta spezzata ( - , che 
vale zero), e le unità di ordine diverso, raj^resentanti le successive potenze della 
base due, sono poste le une sotto le altre per modo che le unità semplici (ordine 
zero) occupano la linea superiore e si ottiene lo schema qui appresso: 



0000; 0001; (0010)2 =2; (0011)2 =3; (0100)2--4; (0101)g ^5; 



(0110)2 =-6; (0111)2 = 7; (1000)2=8; 



(1001)2-9; (ioio)2-(io)io; (ioii)2=(ii)io; (1100)2^(12)10; (noi)^-^{is\,; 



(iiio)2--(i4Xo; (iiii)8=(i5)io; 

ecc. ecc. ; per formare dei numeri più elevati occorrerebbero evidentemente delle altre 
asticelle dar porsi al di sotto delle quattro qui adoperate. 

Sembra che Pitagora e la sua scuola, presso i quafi il numero quattro era te- 
nuto in gran conto, avessero adottato questo numero quale base del sistema nume- 
rico „ quaternario ^^ e svU medesimo erigessero la loro arrtevetica; eerto è però che 
Erhard Weigel (Weigelius) nel 1672 prendendo a modello la scuola pitagorica scrisse 
un\ Aritmetica quaternaria" dalla quale si riprometteva grandi vantaggi sì per la 
teorìa che per le pratiche applicazioni^ vantaggi, i quali si dovevano naturalmente 
rendere illusori, in quantochè mentre tale sistema non riduce come il binario* una 
qualunque operazione ad essere eseguita esclusivamente sopra due sole cifre, (essen- 
dovene quattro invece e cioè: 0, 1, 2, 3), soffire pur sempre del gravissimo inconve- 
niente di dover scrivere con un gran numero di cifre anche un numero relativa- 
mente piccolo. 



Nei testi elementari di matematica trovasi ordinariamente un capitolo intito- 
lato: „ sistemi differenti di numerazione*' » scale di notazione' ecc., nei quali preci- 
puamente si tratta dei problemi fondamentali relativi al passaggio da un sistema di 
numerazione ad un altro; — nelle seguenti pagine mi propongo di trattare più am- 
piamente quest'argomento e di dimostrare particolarmente che i metodi tenuti nel- 
r aritmetica comune (decimale) per eseguire un' operazione di calcolo qualunque, come 
pure la disposizione grafica adottata quale più opportuna nei calcoli medesimi sono 
generali ed estensibili quindi anche ai calcoli &tti nell' aritmetica a base non deci- 
male. In relazione a questo duplice scopo prefissomi passo in rassegna i problemi 
più importanti dell' aritmetica comune nei capitoli V, VI, VII, XIV, XVI, XVILl, 
XIX, XX e XXI. 

Colla scorta del Todhunter chiamo , radicali* quelle frazioni, il cui denomina- 
tore è una potenza della base (radice) del sistema numerico, per analogia alle „ fra- 
zioni decimali* nell'aritmetica comune; quindi il termine: ,, numeri radicali* è ana- 
logo a «numeri decimali* ecc. — Nei capitoli II, HI e IV tratto della trasformazione 
delle frazioni ordinarie in equivalenti frazioni radicali, della generazione delle fra- 
zioni radicali finite, periodiche semplici e periodiche miste e della trasformazione 
inversa, — problemi corrispondenti agli analoghi dell'aritmètica comune. 

Dò inoltre ampio sviluppo ai criteri di divisibilità nel capitolo I e nell'Appen- 
dice al medesdmo, sia perchè è argomento importantissimo di per se, sia perchè acquista 
anche maggior interesse dal punto di visto generale, cioè dell'aritmetica non deci- 
male ; ed a tal fine svolsi dapprima alcuni dei criteri generali più importanti indi- 
pendenti dalla scelta numerica della base ed indi studiai la divisibilità dei numeri, 
in ispecial modo se scritti in base 6, 10, 12, 30 e 60, per tutti i divisori primi non 
maggiori di 61 ; e m' assoggettai a tale lavoro, sebbene sapessi che taluni di questi 
criteri non possono avere pratica utilità alcuna, poiché credetti che potrebbero ciò 
non ostante presentare qualche interesse se non altro teorico. Per ottenere questi 
criteri feci materialmente le divisioni delle successive potenze della base per il divi- 
sore primo in questione, sino ad ottenere la ripetizione periodica dei resti. Noto su- 
bito qui che altri effettuando le medesime divisioni, potrà dedurne criteri di divisi- 
bilità forse differenti da quelli da me ottenuti*); poiché tra tutte le forme che a tali 
criteri possono conferirsi, scelsi quella che mi sembrò la più facile ad enunciarsi e che 
abbisognò di minor numero di operazioni ausiliarie e queste coi minimi numeri opera- 
tori possibili; mi spiego con un esempio scegliendo a caso una delle divisioni che 
dovetti eseguire : Si tratti adunque del criterio di divisibilità per quarantatre d'un nu- 
mero scritto in base dodici; dividendo le successive potenze della base per il nostro 



*) Confrontisi p. es. il criterìo di divisibilità per 17 d'un numero N scritto in base dieci, 
come è presentai in queste pagine, col teorema No. 97 dato a pag. 7S del Trattato Ele- 
mentare di Aritmetica di A« e C. (isa Ed. 1877), 
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divisore fisso si ottengono i seguenti resti, che per semplicità scrivo in base dieci^ 
1, 12, 15, 8, 10, 34, 21, 37, 14, 39, 38, 26, 11, 3, 36, 2, 24, 30, 16, 20, 25; 42, 31, 

28, 35, 

Ora la prima osservazione che facciamo è la seguente : Il resto 42 che segue il 
resto 25 è la diBferenza tra 43 e 1 (1 ^ resto); il 31 è la diflferenza tra 43 e 1 2 (2 ^ resto) ; 
così 28 =r 43 — 15 (30 resto); 35 =r 43 — 8 (4® resto) ecc. Onde prima ancora che si 
esauriscano i resti dijBTerenti possibili e che si arrivi quindi alla ripetizione periodica 
dei medesimi, e per così dire a metà strada giungiamo già a tale ripetizione, purché 
accondiscendiamo ad ammettere resti negativi ; talché arrivati nel caso nostro al resto 
25, i resti ad esso successivi potevano scriversi come segue: 
—1, —12, 15, —8, —10, —34, —21, —37, - 14, —39, —38, -26, —11, 

_3, _36, —2, —24, —30, —16, —20, —25, 
dopo di che si riprodurrebbe prima la serie dei resti positivi poi quella dei resti nega- 
tivi, ma per altro equivalenti ai precedenti ecc. Onde vediamo la necessità di dover 
decomporre il numero N proposto, di cui studiamo la divisibilità per 43, qualora sia 
scritto in base dodici, — in classi da ventuna cifra ciascuna da destra a sinistra 
(quanti sonò cioè i resti diBferenti del semiperiodo). Indi decomponendo ciascima 
classe in gruppi da 7 cifre , ed analogamente ogni semiperiodo di resti in 3 gruppi 
da 7 resti ciascuno, vediamo che il 2 ^ gruppo dei resti incomincia col resto 37, cor- 
rispondente alla 1' cifra del 2® gruppo di N, ed il 3® gruppo col resto 36, corrispon- 
dente alla 1' cifra del 3^ gruppo di N. Prendendo ora questi resti quali sono, essi 
esigerebbero che si moltiplicasse il 2^ gruppo P^r 37 ed il 3® gruppo per 36 che 
sarebbero numeri troppo forti. Se consideriamo però che 37 = 43 — 6 e 36 = 43 — 7 ; 
alla 1^ classe dei resti (1^ semiperiodo) possiamo sostituire la seguente: 

1, 12, 15, 8, 10, 34, 21; —6, —29, —4, —5, —17, —32, —40; —7, —41, 

—19, —13, —27, —23, -18; e 

conseguentemente alla 2» classe dei resti (2 ® semiperiodo) potremo sostituire la seguente: 

—1, —12, —15, -8, - 10, —34, —21; 6, 29, 4, 5, 17, 32, 40; 7, 41, 19, 13, 

27, 23, 18; 

dalle quali successioni di numeri risulta che se si moltiplicano i termini del 1 ® gruppo 

per 6 e si notano i resti, ottenuti nelle divisioni dei rispettivi prodotti pel divisore 

fisso 43, si ottengono i termini del 2 ^ gruppo ; e moltiplicando invece i termini del 

1 ^ gruppo per 7 e notando i resti delle divisiooii per 43 come prima, si ottengono i 

termini del 3 ^ gruppo ; le quali considerazioni combinate assieme coli' enunciato del 

teorema generale sulla divisibilità (vedi ultimo teorema del 1 ^ Capitolo) ci danno il 

seguente criterio di divisibilità: 

„Un numero N, scritto in base 12, é divisibile per 43, se decomposto in classi 

«da 21 cifre da destra a sinistra, di cui ciascuna si divide in 3 gruppi da 7 cifre, 

f, essendosi moltiplicato per 6 il gruppo medio e per 7 V ultimo gruppo di ciascuna 



„ classe, e pigliando col segno -f- il primo gruppo delle classi d'ordine dispari ed i 2 
„ ultimi gruppi delle classi d' ordine dispari, e col segno — i gruppi rimanenti, la 
„ somma algebrica dei gruppi così formati è divisibile per 43 •*. 

In modo analogo si sono ottenuti gli altri criteri speciali di divisibilità. 

A proposito della divisibilità mi permetto qui ancora due parole sui numeri 
(b 4- 1) ^ (b — 1)? i quali scritti in base b, godono di alcune proprietà notevoli, le 
più importanti delle quali meritano qui un cenno speciale : 

P In quanto al criterio della divisibilità d'un numero per (b -j- 1), gli si può 
evidentemente dar le 3 forme seguenti: 

1) Un numero N, scritto in base b, è divisibile per (b -f- 1)? se la differenza 
tra la somma delle cifre di posto dispari e quella delle cifre di posto pari 
è zero o divisibile (b + 1); così (2354)io ^ divisibile per (ll)io perchè 
(4 + 3) - (5 + 2) = 0. 

2) Un numero N, scritto in base b, è divisibile per (b -f- l)i se decomposto 
in gruppi da 2 cifre da destra a sinistra, la somma di questi gruppi è 
divisibile per (b + 1); così (2354)io è divisibile per (ll)ioi perchè 
(54 + 23 = 77)10 = (7.11X0. 

3) Un numero N, scritto in base b, è divisibile per (b + 1), se decomposto in 
gruppi da 3 cifre da destra a sinistra, la differenza tra la somma dei gruppi 
d'ordine pari e quella dei gruppi d'ordine dispari, è divisibile per (b-}-l); 

così(2354)ioèdivisibileper(ll)io,perchè(354 — 2 = 852Xo =(32.11)10. 
La dimostrazione generale di queste 3 forme diverse si darebbe come segue : 

I resti ottenuti dividendo le successive potenze b^ b^, b^, b^ per (b + 1) sono 

rispettivamente 1, — 1, 1, — 1, 1, — 1, e da questa forma dei medesimi com- 
binata col teorema generale di divisibilità (vedi alla fine del Capo I) segue la forma 1* 
del criterio di div. per (b + 1). — Ma a quella serie' di resti si può evidentemente 

sostituire le seguente 1, b; 1, b; 1, b; , la quale combinata ancora col teorema 

succitato dà la forma 2» del criterio di divisibilità per (b + 1), se i resti medesimi 
si aggruppano a 2 a 2. — Aggruppandoli invece nella forma primitiva a 3 a 3, 
se ne ottiene finalmente la forma 3* del criterio di divisibilità per (b -}- 1)? sempre 
ben inteso col soccorso di quel teorema generale sopraccennato. 

Il® Le proprietà del numero (b — 1) scritto in base by che qui vorrei ancora 
sommariamente ricordare sono le seguenti: 

1) Il criterio della divisibilità per (b — 1), che è forse uno dei più semplici, 
perchè non richiede che la divisibilità della somma delle cifre del num. dato. 

2) Quella proprietà che ha dato luogo alle prove per(b - 1) alle operazioni; 
prove, che corrispondono alla prova del 9 dell' aritmetica comune, e che 
son trattate nel capitolo XXI del presente lavoro, e finalmente: 

3) Se dato un numero N, scritto in base b, lo si rovescia, e si forma la dif*- 
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ferensa tra il numero N dato ed il numero roTeadato, questa di£ferenza 
riesce sempre dÌTÌsibile per (b — 1); in&tti : Sia 
N =r a.b- + a»_i b— » + a,^ b— « 4-.... + a,b» + a,b» + aib + ao; 
chiamando poi con B il valore di N royesciato si ha 
E= aob-4-a,b»-i + a,b— «-)-.... + a..., b» + a._,b« + *^b+ a»; 
e sottraendo Tuna dall'altra tali relazioni abbiamo 

N — R = (a« — a„) b-+ (a^ - a^b— i + (a,^ _a,)b— »+ . . . . + 

+ («2 — a,.-,) b» + (a, — a^i)b + (ao-a„), 
il che si può anche scriTere così: 

N-R = (a«-a,)(b--.l) + (a^-ai)(b»-i-l) + (a^-a,)(b---«-l)+ 
-j- . . . . -j- (a»^ — a,) (b"— ' — 1); ma (b» — 1) è sempre diyìsibile per (b — 1) onde 
N — R = M(b — 1), poiché, tutti i termini del 2® membro essendo multipli di (b — 1), 
lo sarà pure la loro somma; dunque N — Rè divisibile per (b — 1) come si voleva 
dimostrare. P. es. 
(7832)ig — (2387)ig ^ (5467)ig è divisibile per undici, essendo 5+44-64-7 = 

=: ventidue = 2 volte undici; così 
(4578)9 — (1754)9 — (2716)9 è divisibile per otto, essendo 2 + 74-1 + 6 = 

== sedici =• 2 volte otto ecc. ecc. ecc.*) 

Nella medesima lusinga che cioè abbiano a riescire se non altro di qualche 
interesse teorico aggiunsi al presente lavoro alcune tavole ai Capitoli IX, X, XI, XII, 
XV. Le prime due danno i quadrati e cubi dei numeri scritti in basi differenti, al quale 
proposito meritano ancora cenno speciale le seguenti notevoli relasdoni: 
per b > 4; (12)85 = (144>, e (21)^ -^ (441),; - per b > 9; (IS)»^ = (169)* e 
(31)\ = (961>,; — per b > 2; (11)», = (121),; — per b > 8; (22)«t = (484)^; 

per b > 3; (n)\ ^ (1331), ecc. 
Altre due tavole si riferìsc^ono ai numeri primi scritti in base sei (dove servono ad illu- 
strare la formola 6n + 1, perchè terminano tutti o per 1 per 5) ed in base do- 
dici. V ultima è una tavola dei numeri non i»nmi decomposti nei loro fattori primi 
coll^indicarione del numero di tutti i divisori. Noto a questo proposito che il pro- 
blema della ricerca del minor numero, che abbia un numero dato di divisori non è 
risolubile in generale. Estesi le tavole a limiti troppo ristretti forse, ma spero che 
giovino almeno a iàx rilevare come simili ricerche non sieno del tutto prive d'interesse. 

In quanto all' ordine delle cose esposte, mi son valso del principio di &r pre- 
cedere quei capitoH, il cui svolgimento non abbisognava delle teoriche seguenti e di 
posporre quindi quelli, che di tale ajuto abbisognavano; è per questo che p. es. 



*) Per oltre ìuteresBanti proprietà del numero (b«-l) vedi la voce nenf neir »£ncyclo- 
pedìe methodìque, — Mathematiques* Tomo II pag. 449—454, dove si dimostra che la divi- 
sione per (b— 1) d'un multiplo di (b— 1) si riduce ad una sottrazione; che la N— R=:M (b— 1) 
f:ale ancora, «e in R le cifre di N siano eomunque disposte eoe. 



il capitolo sul passaggio da un sistema numerico ad altro sistema venne trattato 
dopo il calcolo degli interi e dei numeri radicali, inquantochè per la risoluzione dei 
problemi fondamentali relativi a tale passaggio occorrono precisamente delle divi- 
sioni e moltiplicazioni da eseguirsi in base differente dal dieci. A proposito delle 
quali operazioni noterò che posto il principio fondamentale della numerazione scritta 
p. es. in base dodici non trovai più necessario di corredare queste operazioni di ulte- 
riori osservazioni, stantechè la disposizione grafica stessa dei calcoli, combinata al 
principio testé ricordato spiegava a sufficienza come tali operazioni dovevano esser 
effettuate ed ecco perchè nel capitolo V non trovaei quasi parola alcuna per illustrare 
le operazioni ivi eseguite. 

Non ho creduto dover discorrere della numerazione parlata per sistemi numerici 
non decimali, inquantochè veduto quanto poco sieno in uso tali sistemi, essa si 
limiterebbe a distinguere unità di ordine 0, 1 ^ 2 o, S^ ecc. rispetto alla base. 

Nelle dimostrazioni poi ho tentato per quanto fu possibile di renderle simili a 
quelle che nell^ aritmetica comune occorrono per argomenti analoghi; così dicasi p. es. 

di quelle contenute nel capitolo sulle frazioni periodiche semplici e miste. 

Dove nello scritto si taro^nno numeri senza akuna indicazione ne a piede dei 
medesimi né* in testa alle rispettive operazioni s^ intendono^ numeri serìiti in base 
dieci, n simbolo Nt significa, il numero N essere «crfkto in base b, sicché Nbi ^=^ Nb2, 
poiché i 2 simboli significano uno stesso numero N, solo che nel rimembro è scritto 

in base b^ e nel 2 ^ membro in base b^*). — U simbolo 0,V8'5 =^ 0,785785785 inf.; 

così 0,32785 = 0,32785785785 .... inf. — Il simbolo ± vale «uguale press' a 
poco a*; cosip. es. 0^667 ± — significa: 0,667 è press' a poco uguale a y. 

Nelle ultime pagine mostrai le applicazioni dell' aritmetica duodedmale e tri- 
gesimale al calcolo dei numeri complessi ed ebbi cura di scegliere gli etsempt? corri- 
spondenti per modo, che la risoluzione di alcuni fra i problemi trattati potesse servire 
a verificare la soluzione trovata negH altn. 



•) Trattandosi di numeri particolari li chiudo tra parentesi e vi appongo a piedi V in- 
dicazione della base, sicché (876ba),j == 8.12* -f 7.128 -f 6.12» + 11.12 -f- 10. 



L Criteri di divisibilità 

nei sistemi numerici a base non decimale. 

Sia b la base del sistema; allora un numero qualunque N Intero si potrà rap- 
presentare mediante la seguente formola generale : 

N -- c„b™ -f Co^i b— 1 + c„.-^b»-8 + 4. cgba + c^b8 4- cib + Co, 

in cui si suppone che il numero si scriva in quel sistema con (m -{- 1) cifre. 

Intanto per analogia ai corrisp. criterì di divisibilità nel sist. num. decimale 
s'avranno le seguenti regole generali, che del resto colla massima fiicilità si possono 
anche direttamente ricavare, perchè quasi da per sé evidenti: 

1) N é divisibile per la base b, se Cj è zero, ed in generale N diviso per b dà lo 
stesso resto come Cq diviso per b. 

2) N ^ divisìbile per la 2' potenza della base (per b V, se c^ =^Cq^^ 0, ed in ge- 
nerale N diviso per b^ dà lo stesso resto come (c^ b + Cq) diviso per b*. 

3) N è divisibile per b^, b^, . . . . b% se sono nulle rispettivamente le ultime 3, 4, 
. . . . p cifre a destra di N; ed in generale N diviso per b^ b*, . . . . b' dà lo 

stesso resto come il numero formato rispettivamente dalle ultime 3, 4, r 

cifre alla sua destra diviso rispettivamente per b', b^ . . . . b"". 

CoroUari: 
ad 1) Né divisibile per un qualunque sottomultiplo f dib, sec^ -^ 0, oppure se Cq é 
divisibile per f ; ed in generale N diviso per f dà lo stesso resto come Cq di- 
viso per f . 
ad 2) Né divisibile per f 2, se c^ =^ Cq =^ o^ oppure se ^^ 6 + ^0) è divisibile per f*; 
ed in generale N diviso per fidalo stesso resto come (c^b -{- Cq) diviso per f. 
ad 3) Né divisibile per f 3, f* . . . . f', se sono nulle rispettivamente le ultime 3, 4, 
. . . r cifre a destra di N, oppure se il numero formato rispettivamente dalle 
ultime 3, 4, ... r cifre alla sua destra é divisibile per f ^ f*, ... f""; ed in gene- 
rale N diviso per f ^ f ^ . . . f dà lo stesso resto come il numero formato 
rispettivamente dalle ultime 3, 4, ... r cifre alla sua destra diviso rispetti- 
vamente per f ^ f ^ . . . f". 
Esempi per applicazione : 

Un num. N scritto in base 12 é divisibile rispettivamente per 12, 144, 1728 ecc. 
se termina rispettivamente per uno, due, tre zeri ecc. ; così N é p. es. divisibile rispet- 
tivamente per 2, 3, 4, 6, se l'ultima cifra a sua destra é rispettivamente divisibile per 2^ 
3, 4, 6; N é divisibile per 2 2, 3 2, 4 2, 6 2, se le ultime 2 cifra a destra formano un num. 
rispettivamente divisibile per 2 2, 3 2, 4*, 6* ecc. ecc. 




Xhx BomeiD H lenUo in base 7 è lispettiviamente diyìnbilie per 7, 4f , 848 eco^ 
se termina rìspettìyaBMniie fot uno, dbe^ tee zeri eec. ecc. 

4) N è divisibile per (b — 1), se la somma delle yio^i^èdrfifìkite 9^Q> — 1), 
ed in generale N divìso per (b< — 1) dò lo stojiso resto PW)e h sonuw delle 
sue cifre divisa per (b — 1). 

Infatti: N si può anche scrivere nella maniera seguente: 

N = c„(b»-l) + c^i (b— 1— i)-f c„«i(b«-2~l) + + e8<b3^1)+ 

4^«^(b*~l)4-Ci (b— 1)4* {00 4- «1 +Ct4-<^+----+«»-a+c„.-i 4-Cm] 
Ota tutti i b!9K>iaì cMusi tra parentesi sono multipfi di (b — 1); per cui anche 
fa somma di qnei prodotti binomiali saxa evidentemente multipla^ (b — 1) e ponen- 
dola eguale a M (b -^ 1) si ha 

■W = M(b- i)4-(co+<5i +C2-f Cg +....-f.é„_34.c„.-.i +c„.), 
da cui segue appunto che N è divisibile o no per (b — 1), a seconda die «éa o no di- 
visibile per (b — 1) la somma 

e che questa somma ^ìròa per (b -^ 1) dii in ^enerde lo <9tess^ resto come N diviso 
per (b ->«• 1), come si roleva. ^iniosrtrare. 

S^njA per f cfppUeazt&ne: 

V^ nuttieroll s(»tMo in Itase 12 è divisibile perii, se la somma deOe f^oe cifre 
è divisibile per 11 

Un numero H id. 8 id. 7 id. id. 

è divisibile per 7. 

oec* eec> ecc* eoe* 

^) Uh ctmsibìlc per f% 4- t)i i^e la scmuna delle «ifire di posto ^pari dimiiHxite 
della somma delle cifre di posto pari dà nna iMffermta »«eKaodiv4elSbileper 
(b -|- l)t ed ia generale N diviso per (b -{- 1) ^ io «tqnd swrté «ntt quella 
' «Uffermzd difswa per (b -|- i). 

Inietti: Scrìveremo ora N nella maniera che segue: 

perni pari: H = Ci{b + l)-f C2<b*— 1)4-64 (ba4- 1)4-04(1^*4- l)-j- ....+ 

4- c»_8 (b-^» — 1) -f c»_i (b— 1 + 1) -f Coi (b- — 1) + 

eperllHtìsp.s N = Ci 4- 1) 4- Cg <b« - 1) -f Cg (b« + 1) 4- 64 (b* — 1) 4- . . . . 4- 

+ «„_a (br»- « 4- 1) -^- c„^i ^b-^i -^ 1) 4- Cn. (b» + 1) 4- 

+K +*»+«* + ••+«— i3—Cci 4- «8 +C5 4---4- e-]- 

Ora tutti i binomi chiusi tra parentesi sono multipli dì (b ^- 1); per cui anche 
la somma di quei prodotti binomiaG sarà evidentemente multipla di (b -|- 1) e po- 
nendola eguale a M (b -|- 1) si ha 
permpari: N = M^ (b + l) + (eo +C8 +,.. + c„)+p-'^'^+i;>+»d — 5p 

_(b^4.C3+C5+... + c««i) Sa »#9JM»a*plle cifre 

a: ^ ^E fi \ 7\ / 1 I \} ^ P^sto dispari 

e per m disp.:^ ^-II^ (b + 1) + (Co +^2 +... 4-c„-i) s, = somma delle cifre 

— (e, 4" ^3 + ^6 •+• . . . 4" O ) di posto pari 

da cui segue apjpmnéo che 'N è ^ tio divisibile per (b 4" 1) ^ seooiuib eh« sia o no di- 
visibile per (b 4- 1) la differenza 'èì quelle iUte -somme ^d e /S^p e che tale differenza 
iSti -^3^ flivisa pes ^ 4" t^ ilàrin igiH^eralte lo stesso ziesto eome N liivisp per (fa 4* 1); 

2 
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si vede aliaresì cHe essendo Sd "» Sp, quella diiSerenza si annulla, ed N riesce anclie 
in questo caso divisibile per (b -f- 1)9 come si voleva dimosiinire. 
EsercisA per V appUcazUme : 

Un numero N scrìtto in base 12 è divisibile per 13, se la diflFerenza suddescritta 
è o zero, o divisibile per 13 

Un numero N id. 6 id. 7 id. id. 

è zero, o divisibile per 7. 

6) Ns. è divisibile per (b — r), se è divisibile per (b — r) la somma dei prodotti 
ottenuti moltiplicando ciascuna cifra c^ di N^ per la potenza corrispondente 
r^, cioè di grado uguale alV ordine rappresentato dalla cifra c^; ed Nb diviso 
per (b — r) dà lo stesso resto come la somma suddetta divisa per (b — r) ; ossia 
N è divisibile per (b — r), se è divisibile per (b — r) U numero N, scritto in base r 
colle cifre di Nt, ecc. 

Infatti: Nb si può anche scrìvere come segue: 

Nb = c„(b« — r») + c„«i(b"»-i — r«—i) + c„»^(b—« — r—8) + ....+ 

+ C3(b»-r8) + c(b8 + r«) + c,(b-r) + 
[co + Ci r + Car» + Cg r^ + . . . . -f- c„^ r-^» ^ c„^_^ r«- 1 + d. r»]. 
Ora tutti i binomi chiusi tra parentesi sono multipli di (b — r), per cui sarà 
pur multipla di (b — r) la somma di quei prodotti binomiali e ponendola aguale a 
M (b — r) si ha 

Nb-=M(b — r) + [Co +Cir + C8 r^ + Cgr» + .... + c„_ir—i + c„r-] = 

= M(b-r) + N, 
da cui segue appunto, come si voleva dimostrare, che Nb è divisibile o no per (b — r), 
a seconda che N, sia o no divisibile per(b — r); e che N, diviso per(b — r) dà lo stesso 
resto come Nb diviso per (b — r). 

Esempi per V applicazione : 

(247)12 è divisibile per 7, perchè 2.5» + 4.5 + 7 = 50 + 20 + 7 = 77=7.11 = 

= mult. di 7 

(446)i2 id. id. 5, id. 4.72 + 4.7 + 6=196 + 28 4-6=280=5.46= 

= muli di 5 
ecc. ecc. ecc. ecc. 

7) ^b i divisìbile per (b-\-r), se è divisibile per (b-\-r) il numero N^r scritto in 
base — r colle cifre di N^ ; ed Nb diviso per (b + r) dà lo stesso resto come N-r 
diviso per (b+r); N_, è pure definibile, analogamente a quanto si trovò nel 
teorema precedente, quale somma dei prodotti ottenuti moltiplicando ciascuna 
cifra Cp di Nb per la potenza corrispondente ( — r)p (cioè di grado uguale 
all'ordine rappresentato da quella cifra). 

Infatti: Scrìviamo Nb nella forma che segue: 

Perw^an;Nb = Ci(b + r) + C2(b»—r«) + C8(b3 + r») + ....+ 

+ c„_2 0""' — r--*) + c„-i(b«-i + r— i) + c«(b» — r«) + 

+ [Co+C2r2 + c4r* + ..+c„,r«] — [Cir + C3r3 + C5r5 + ... + c.^r— 1] 

Perwdwp:N, = Ci(b + r) + C2 (b» — r2) + c8 (b^ + r») + ....+ 
+ c„_2 0>"-^ + r»-«) + c„^i(b»-i — r»-i) + c„(b- + r») + 
+ [Co+C8ra + c^r* + .. + c»-ir— i]-[Cir + C8r8 + C5r6 + ... + c„,r»]. 
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Ora tutti i binonu chiusi tra parentesi sono multipli di (b -f- r), per cui sarà 
pur multipla di (b -f-r) la somma di quei prodotti binomiali; poniamola uguale a 
M (b-l-r). In quanto alla differenza dei 2 polinomi che seguono, essa è evidentemente 
uguale a K_, tanto per m pari, come per m dispari ; poiché per le nostre convenzioni 
abbiamo 

N_, = c„(-r)- + c_i(-r)-i4-c„^(-r)-^* + ...+q(-r)+Co = 
= [Co+Car84.c4r* + ...] — [Cir + C3r3 + c5r5 + ...]; 
quindi ricorrendo a questo simbolo non occorre distinguere, se sia m pari o dispari 
Onde possiamo scrivere Nb = M (b -}- r) -f- '^—n da cui segue appunto, come si 
voleva dimostrare, che Nb è divisibile o no per (b -f- r), a seconda che N__r sia o no 
divisibile per (b -f* r), e che Nb diviso per (b + r) dà lo stesso resto come N-«r diviso 
per (b + r). 

Esempi per le applicassioni : 

(66)7 è divisibile per 12, perchè 6.(— 5) + 6 = —24 = 12.(— 2) muli di 12 
(2046)7 è divisibile per 10, perchè 2 (—3)3 + 0. (—3)» + 4 (—3) + 6 = 

=r— 54—12 + 6 = — 60 = 10.(— 6)mult.dil0 
(3603)^ è divisibile per 13, perchè 3 (-6)» + 6 (—6)2 + (—6) + 3 = 

= _ 648 -f 216 + 3 -r —429 =i 13.(— 33) muli di 13. 
Gli ultimi 2 teoremi potevano essere anche enunciati nel modo seguente : *) 

6) I numeri Nb ed Nr divisi per (b — r) danno resti uguali; — quindi se uno di 
essi è divisibile per (b — r)^ anche l' altro sarà divisibile per (b — r). 

7) I numeri Nb ed N_r divisi per (b + r) danno resti uguali; — quindi se uno di 
essi è divisibile per (b + r), anche l'altro sarà divisibile per (b -j- r). 

Esempi: 
Ni 2 ed N5 divisi per 7 danno resti uguali; se N5 è divisibile per 7, anche N^^ è 

div. per 7 e viceversa. 
Ni a ed Ng id. T7 id. id. se N5 è divisibile per 17, anche Ni 2 è 

div. per 17 e viceversa. 
N24 ed N5 id. 19 id. id. se N5 è divisibile per 19, anche Ng^ è 

div. per 19 e viceversa. 
N24 ed N5 id. 29 id. id. se Ng è divisibile per 29, anche N24 è 

div. per 29 e viceversa. 
Ni 8 ed N5 id. 13 id. id. se N5 è divisibile per 13, anche Nig è 

div. per 13 e viceversa. 
Ni 8 ed N5 id. 23 id. id. se N5 è divisibile per 23, anche N^g è 

div. per 23 e viceversa, 
ecc. eoe. ecc. ecc. 



*) Giova notare che i teoremi 4® e 5* sono evidentemente casi speciali di questi 2 ul- 
timi 6® e 7®; solo che a* è preferito dar loro quella forma particolare, perchè forse più cor- 
rispondente alle applicazioni. — A~proposito del teorema 7® osserviamo che può tornare forse 
di qualche interesse teorico, non privo di attinenze alle pratiche applicazioni, di occuparsi 
anche di sistemi di numerazione a base negativa; e nutro fiducia dì poter quanto prima 
presentare un piccolo lavoro su tale argomento. 



2* 



la 



8) N|r è di?iiiMle Ipem, se è dÌTisibile pomlft soi 

iiplkA&4o ciaagmift eiira e, ptat il ietto àeSìm drasionié 6p:ii aé 
xÌ0|Mmdenie; e 1» 0(»auiia di questi {xrodoiti dMali per» dà lo gteag» i^to 
wm^ Nb divìso pet n. 

Infatti : S' abbiano le segaenti relazioni : 

b<»^iuo +1 
bi^it^-f^ri 

l)«=^nq3 4-r^ 

b'=nqp +rp 



bO:n=«o -H- 
bi:B^q^+^ 
b»:n=^q,4-J 

bP:n=qp+^ 



Da coi 



b-:n = ^4 



i\h 



81 



ncava: 



e MOlt^lidftiidD ^Mitd^tiliise' 
ktfteiyi ofdbmtMttétite e fispet- 
wfatDA&te per e^, éj^^ ^, .... 
e^ . . . .^n e AéntniandOv tt^iétieiie 
evidentemente la seguente fé* 



Nb = n(qi6i+q2(5a+...-f qpCp + ... + qm€m) + (eo+Ciri +c,rg + 

+ . . . + CpTp + • • • + <irt r«). 
Ora da quésl^eqaasdoné chiaro lidulta come Nb si componga di 2 parti la 1^ 
delle quali h ma^festamente multipla di rt e la 2^ è la gomma dei prodotti ottenuti 
moltplidando eiaècuna dfi!^ di N.. per il reerto della diviisione corrispondente ; e quindi 
Nb sarà o no divisibile per tt a i^eeonda che quella somma sarà ò no (Slvisfbile per n; 
e questa somma dmeni per ili darà in generale Io stesso resto come Hb divìso per n ; 
come si Voleva dimostarare; 

Nota: Quest'ultimo teorema è il più generale nella teorici, della diyìsibi]ìt& dei numeri. 

Esempio 
Èssendo:- 

12^:5==. t + X 
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121:5= 2+y 

12a:Ì*«i ^^^\ 



Sssendx^ poi: 
7^:12= + ^ 

7^:12= + ^ 



1 



120:7= + ysaxà (247)i2 div. per 7, perchè 2.4+ 4.5 + 
121:7= 1+4- 



12»J7*" 20'+ Y 
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128i7==*246+y 



+ 7.1 «= 8 +20 + 7= 85^f .5 =** 

= mult di 7 
(500)|9 div. int 5, pefechè 5.4+0.2+ 
+ 0.1 = 20 = mult di 5 
eco* èco. etì/L 



7»:12 



^+n 



73:ia-28 + ^ 



7<5:10 
7^:10 
72:10 
78:10 



= 0+^ 
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O + ì^ 



10 



4 + ^ 



Z 



= 34 + ,-^ 



sarà {^\ diy. per 12, peiokè 6.7 + 6 = 

= 48 = 12.4 
(2046)7 div. per 10, perchè 2.3 + 4.7 + 
+ 6::t=40-»ia.4 

écc. ecc. ecc. 



f^^^^,^^^ 



Appentiice al Capitolo I. 



Criteri speciali di divisibilità. 

Introduzione. 

S*% già veduto prima come s^ esprìmano le condizioui generali di divisibilità 
per numeri scrìtti in base qualunque. Studiamo ora tali condizioni in ispecialìtà per 
le basì 6, 10, 12, 30, 60 (che più Occorrono nelle appHcaziom) é relativamente asoK 
dxvìÈóti primi non superiori al numero 61; che pei divisori non primi valgono le 
cose già dette in generale. Ad ogni modo riepilogando diremo: 

I Per "Oli) nxunero N sojsùkto in base sei 

N è divisibile per 2, 3, 6, se lo è la sua tdtima cifra a destra o se termina per zero 
Né id. per 2 ^, 3 ^, 6 ^, id. il numero formato dalle ultime due cifre a destra 

o se termina per due zeri 
Né id. per28,3^63, id. il numero formato dalle ultime ^r^ cifre a destra o 

se temvukrpev tite zen 
ecc. ecc. ecc. ecc. 

n Per Tin numero N scritto in base dieci 

N è divisibile per 2^ &, 1^ «6 k> è ìùBtm tfìMNa cifra a éèKfkrtt se termina per ;3^o 
N è id. per 2 2, 5 ^ 10 ', id. il numero formato dall^oltuoe c^cifre a àeabm 

o se termina per dt$e sieri 
Né id. per 2^, 5^ 10^ id. il numero formato dalla ultime ^mcifre adestl» 

o se termiM per tre zmà 
ecc. ecc. ecc. eco» 

m Per Tin numero K scritto in base dodici 

N è divisibile per 2, 3, 4, 6, 12, se lo è la.si:va uUima cifra & destra se termina 

per 5^0 
N è id. per 22, 3^ 42, 6», 12^^ id. il numero formato dalle uftìme dm dffre 

a déetra se termixta per Sue zeii 
Ne id. per 23,38,48,63,123 id. il ntimeto fdrm&ta daSe dtime ir^ cifre a 

destfa se temuna per tre iieri 
ecc. ecc. - ecc. ecc. 
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rv Per un numero N soritto in base trenta 

N è divisibile per 2, 8, 5, 6, 10, 15, 30, se lo è la sua uUima cifra a destra, o se 

termina per zero 
Né id. per 2^3^5^6^10^15^80^ id. il numero formato dalle ultime 

due cifre a destra o se termina 

per due zeri 
Né id. per 2>,3>,5>,6>,10>,15>,308, id. il numero formato dalle ultime ^e 

cifre a destra o se termina per 

tre 20ri 
ecc. ecc. eoe ecc. 

V Far un numero N aoritto in base sessanta 

N é divisibile per 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, se lo é la suaK^tmacifra 

a destra, o se ter- 
mina per zero 

Né id. per 2«,38,4«,52,68,10»,128,158,202,30«,60«, id. il numero formato 

dalle ultime (2ue ci- 
fre a destra o se ter- 
mina per due zeri 

Né id. per 2»,8»,48,58,6»,108,12»,158,208,30»,60», id. il numero formato 

dalle ultime tre ci- 
freadestraose ter- 
mina per tre zeri 
ecc. ecc. ecc. ecc. 



Divisori primi. 

I. Divisibilità per due. 

Un numero N è divisale per due, se scritto in 

base 6, termina per zero o per cifra divisibile per due 
id. 10, id. id. id. id. 

id. 12, id. id. id. id. 

id. 30, id. id. id. id. 

id. 60, id. id. id. id. 

n. Divisibilità per tre. 
Un numero N è divisibile per tre, se scritto in 

base 6, termina per zero o per cifra divisibile per tre 
id. 10, la somma delle sue cifre è divisibile per tre 
id. 12, termina per zero o per cifra divisibile per tre 
id. 30, id. id. id. id. 

id, 60, id. id. id. id. 
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m. Divisibilità per cinque. 
Un numero N è divisibile per cinque, se scritto in 

base 6, la somma dell e sue ci&e è divisibile per dnque 

id. 10, se termiaa per cinque o per zero 

id. 12, e decomposto in gruppi da 2 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi di posto dispari e quello dei gruppi di posto pari è di- 
visibile per 5 *) 

id. 30, se termina per zero o per cifra divisibile per 5 

id, 60, se termiaa per zero, oppure per cifra divisibile per 5. 

> 

IV. Divisibilità per sette. 

Un numero N è divisibile per sette, se scritto in 

base 6 la differenza fra la somma delle cifre di posto dispari e quella delle cifre di 
posto pari è divisibile per 7 *) 

id. 10, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi di posto dispari e quella dei gruppi di posto pari è divi- 
sibile per 7 

id. 12, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi di posto dispari e quella dei gruppi di posto pari è divi- 
sibile per 7 

id. 30, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la somma di questi 
gruppi è divisibile per 7 

id. 60, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la somma di questi 
gruppi è divisibile per 7. 

V. Divisibilità per undici. 

Un numero N è divisibile per undici, se scritto in 

base 6, e decomposto in gruppi da 5 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi di posto dispari e quella dei gruppi di posto pari è divi- 
sibile per 11 

id. 10, la differenza fra la somma delle cifre di posto dispari e quella delle cifre di 
posto pari è divisibile per 11 

id. 12, la somma delle sue cifre è divisibile per 11. 

id. 30, e decomposto in gruppi da 5 cifre, da destra a sinistra, ecc. in tutto e per 
tutto come in base 6 

id. 60, e decomposto in gruppi da 5 cifre, da destra a sinistra, la somma di questi 
gruppi è divisibile per 11. 

VI. Divisibilità per tredici. 

Un numero N è divisibile per tredici, se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 6 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in gruppi da 3 cifre; pigliando col segno -f- i gruppi d'ordine dispari 

*) Questa locuzione vuol significare che la somma dei gruppi dì posto disparì è mi« 
nuendo, e quello degli altrì gruppi è sottraendo; vedi ancora a pag, 8, 4 e 5. 
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delle classi d* ordina djH|»ri bì i gtoffi ^itr^Oàt pari delle classi d^ ordine 
pari, e col 4SiqpM ^ igran^i xitoiiiiM^ PWW moltiplicato per 5 

dascim gruppo d^ordìae pari, la sonupa al|;ebrica così ottenuta è divisibile 
per 13 

base 10, e decomposto in gruppi da 3 eifr^ da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi d^ ordine dispari e quella degli altri gruppi è fyisibile 
per 13 

id. 12, la differenza fra la soQuna 4eUe csfire di posto dispari e quella delle cifre di 

posto pari è divisibile per 13 
id. 30, (come per la base 10) 
id. 60, e decomposto in griq^ da 2 •cifiiei da 4a9ka « sinistra, la differenza fra la 

somma dei gnyppi d' ordine dispari e qq^Ua dagli »\ìn gruppi è divisibile 

per 13. 

Vn. Divisibilità per dfOiaBene 
Un numero N l divisibik per diciasétte, se scritto m 

base 6, e decomposto in classi da 8 cifre, da destra a sinistra, di cui ciaflcuna si di- 
vide in gruppi da 4 cifi«, essendosi moltiplicato per 4 ciascun gruppo d'o- 
dine pari* e pigliando col sqgno -)- i gnippi delle classi d'ordine dispari, e 
col segno — i rimanenti gruppi, la somma algebrica così otteneva ^ divisi- 
bile per 17 

id. 1 0, (come per la base 6) 

id. }2, come per la base 6, solo che si pigliano ool aegno -|- i groppi d'ordina dis- 
pari delle classi d'ordine dispari ed i gruj^i d'ordine pari delle classi d' or- 
dine pari, e col segno — i rimanenti gruppi 

id. 30, e decomposto in grMfpi da 2 aifre» da d#ilTa a sinistra, la differenza fra la 
somma d«i ffxigfi d' iwdine dispari e i|Mlia dagli alki gruppi è divisibile 
per 17 

id. ^0, e decomposto in gruppi da 4 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra ta 
somma dei gruppi d* ordine disparf e quella degli altri gruppi e divisibile 
per 17. 

Vm. Divisibilità per dfelaxinove. 
Un numero N è divisibile per diciannove^ se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 9 cifre, da destra a sinistra, di m fiiasfiUTìa si di- 
vìda m 2 gru^pii V^oiuo a destra di 4 cifre.» e r.aUrg di & <yifr6, essendosi 
moltiplicato quest' ultimo per 4, la somma dai gruppi OPsi fonoatà è divisi- 
bile per 19 
id. 10, e decomposto coioe in base ^^ s^lo db» fl 1 ^ ^t*uppo a destra è di 5 cifre, e 
r altro di 4 sàixf^ essendosi moltgLlicat^ qutiit'nliimo per 3, e pigliando col 
segno -^ i gruppi delle classi d' ordine dispari, e col — segno i rimanenti 
gruppi, la somma algebrica così ottenuta è divisibile per 19 
id. 12, e decomposto in gruppi da ^ ^fre, da destra a sinistra, la differènza fra la 
somma dm gruiqpi d' ordine dispari e Quella dcigli alixi jgnippi ò divisibile 
per 19 
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base 30, e decomposto in grappi da 8 ci&e, da destra a sinistra, la ^mma di questi 
gruppi è divisibile per 19 
id. 60, e decomposto in classi da 9 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, Y uno a destra di 5 cifre e V altro di 4 cifre, essendosi mol- 
tiplicato quest' ultimo per 4, e pigliando col segno -f- i gr^Ppi ^' ordine 
dispari delle classi d' ordine dispari ed i gruppi d' ordine pari delle classi 
d'ordine pari, e col segno — i rimanenti gruppi, la somma algebrica così 
ottenuta è divisibile per 19. 

IX. Divisibilità per ventitre 

Un numero N è divisibile per ventitre, se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 11 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, l' uno a destra di 5 cifre e V altro di 6 cifre, essendosi mol- 
tiplicato quest' ultimo per 2, la somma dei gruppi così formati è divisibile 
per 23 

id. 10, e decomposto come in base 6, solo che il 2® gruppo di ciascuna classe s'è 
moltiplicato per 4, pigliando col segno -|- i gruppi d'ordine dispari delle 
classi d'ordine dispari ed i gruppi d'ordine pari delle classi d'ordine pari, e 
col segno — i rimanenti gruppi, la somma algebrica così ottenuta è divisi- 
bile per 23 

id. 12, e decomposto come in base 6, solo che il 2^ gruppo di ciascuna classe s'è 
moltiplicato per 5, pigliando col segno -f- i gruppi d'ordine dispari di ttUte 
le classi, e col segno -— i rimanenti gruppi, la somma algebrica così otte- 
nuta è divisibile per 23 

id. 30, e decomposto come in base 6, solo che il 1 ^ gruppo a destra di ciascuna classe 
è di 6 cifre, e l' altro è di 5 cifre, essendosi moltiplicato quest' ultimo per 4 
e pigliando col segno -\- i gruppi delle classi d' ordine dispari e col segno 
— gli altri gruppi, la somma algebrica così ottenuta è divisibile per 23. 

id. 60, tutto come in base 30, solo che il 2^ gruppo di ciascuna classe è moltiplicato 
per 3. 

X. Divisibilità per ventinove. 

Un numero N è divisibile per ventinove, se scritto in 

base 6, e decomposto in gruppi da 7 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi d' ordine dispari e quella dei gruppi d' ordine pari è divi- 
sibile per 29 

id. 10, e decomposto in classi da 14 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi da 7 cifre, essendosi moltiplicato per 12 il gruppo a 
sinistra di ciascuna classe e pigliando col segno -f- i gruppi d' ordine dis- 
pari delle classi d' ordine dispari ed i gruppi d'ordine pari delle classi d'or- 
dine pari, e col segno — i gruppi rimanenti, la somma algebrica così otte- 
nuta è divisibile per 29 

id. 12, e decomposto in gruppi da 2 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi d'ordine dispari e quella dei gruppi d'ordine pari è divi- 
sibile per 29. 

3 



18 

basa 30, la somma delle sue cifre è diyisibile per 29 

id. 60, è decomposto e disposto come in base 10, solo che si pigliano col segno -f- 
tutti i gruppi delle classi d^ordine dispari e col segno — gli altri gruppi. 

XI. Divisibilità per trentuno. 
Un numero N è divisibile per trentuno, se scritto in 

basa 6, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi d^ ordine dispari e quella dei gruppi d^ ordine pari è divi- 
sibile per 31 

id. 10, e decomposto in classi da 15 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 3 gruppi di 6 cifre ciascuno i 2 primi a destra, ed il terzo adunque 
di 3 cifre, essendosi moltiplicato in ogni classe il 2 " gruppo per 2, ed il 3 " 
gruppo per 4, la somma dei gruppi cosi formati è divisibile per 31 

id. 1 2, e decomposto in classi da 1 5 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si divide 
in 3 gruppi, di 5 cifre ciascuno, essendosi moltiplicato in ogni classe il 
2^ gruppo per 5 ed il 3 <^ gi^ppo per 6, e pigliando col segno + t^tti { 
gruppi d' ordine dispari e col segno — i rimanenti gruppi, la somma alge- 
brica così ottenuta è divisibile per 31 

id. 30, e decomposto in gruppi da 2 cifre, da destra a sinistra, la somma dei gruppi 
è divisibile per 31 

id. 60, e decomposto in gruppi da 5 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi di ordine dispari e quella dei gruppi d' ordine pari è divi- 
sibile per 31. 

Xn. Divisibilità per trentasette. 
Un numero N è divisibile per trentasette, se scritto in 

base 6, e decomposto in gruppi da 2 cifre, da destra a sinistra, la differenza fra la 
somma dei gruppi d'ordine dispari e quella dei gruppi d'ordine pari è divi- 
sibile per 37 

id. 10, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la somma dei gruppi 
è divisibile per 37 

id. 12, e decomposto in classi da 9 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1 ^ a destra di 5 cifre e l' altro quindi di 4 cifre, essen- 
dosi quest'ultimo moltiplicato per 7, la somma dei gruppi «osi formati è di- 
visibile per 37 

id. 30, è decomposto come in base 12, solo che il Ingruppo a destra di ogni classe 
è di 4 cifre, e Taltro gruppo è quindi di 5 cifre, essendosi quest'ultimo mol- 
tiplicato per 4 e pigliando col segno + i gruppi d'ordine dispari delle classi 
d'ordine dispari ed i gruppi d'ordine pari delle classi d'ordine pari, e col 
segno — gli altri gruppi 

id. 60, e decomposto in classi da 6 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi da 3 cifre, essendosi moltiplicato per 6 il gruppo a sinistra 
di ciascuna classe e pigliando col segno -\- i gruppi d' ordine dispari delle 
classi d'ordine dispari ed i gruppi d' ordine pari delle classi d' ordine pari e 
col segno — tutti i gruppi rimanenti, la somma algebrica cosi ottenuta è 
divisibile per 37. 
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Xni. Divisibilità per quarantuno. 
Un numero N è divisibile per quarantuno, se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 20 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi da 10 cifre, essendosi moltiplicato per 9 il gruppo a sini- 
stra di ciascuna classe e pigliando col segno + i gruppi d' ordine dispari 
delle classi d' ordine dispari ed i gruppi d' ordine pari delle classi .d' ordine 
pari, e col segno — tutti i gruppi rimanenti, la somma algebrica così otte- 
nuta è divisibile per 41 

id. 10, e decomposto in gruppi da 5 cifre, da destra a sinistra, la somma di questi 
gruppi è divisibile per 41 

id. 12, è decomposto in classi e gruppi ecc. tutto come in base 6, solo che si pigliano 
col segno + tutti i gruppi delle classi d'ordine dispari e col segno — i 
gruppi rimanenti 

id. 30, è decomposto in classi da 20 cifre e gruppi da 10 cifre ecc. in tutto e per 
tutto come in base 6, solo che si pigliano col segno + tutti i gruppi delle 
classi d' ordine dispari e col segno — i gruppi rimanenti 

id. 60, come in base 6 (in tutto e per tutto). 



XVI. Divisibilità per quarantatre. 
Un numero Né divisibile per quarantatre, se scritto in 

base 6, e decomposto in gruppi da 3 cifre, da destra a sinistra, la somma di questi 
gruppi è divisibile per 43 

id. 10, e decomposto in classi da 21 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 3 gruppi da 7 cifre , essendosi moltiplicato per 6 il gruppo medio, 
e per ( — 7) il gruppo a sinistra di ciascuna classe, la sonmia algebrica dei 
gruppi cosi formati è divisibile per 43 

id. 12, come in base 10, solo che essendosi moltiplicato per 6 il gruppo medio, e 
per 7 il gruppo a sinistra di ciascuna classe , si pigliano col segno -f- il 1 ^ 
gruppo a destra delle classi d^ordine dispari, ed i 2 ultimi gruppi delle classi 
d'ordine pari e col segno — i rimanenti gruppi 

id. 30, come in base 10, solo che essendosi moltiplicato per 7 il gruppo medio, e 
per 6 il gruppo a sinistra di ciascuna classe , si pigliano col segno + ^^^ 
i gruppi delle classi d'ordine dispari, e col segno — tutti gli altri gruppi 

id. 60, come in base 30, solo che si pigliano col segno — esclusivamente i gruppi 
medi di ciascuna classe. 



XV. Divisibilità per quarantasette. 
Un numero N è divisibile per quarantasette, se scritto in 

• 

base 6, e decomposto in classi da 23 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si 
divide in 3 gruppi, il 1 ^ a destra è di 7 cifre e gli altri di 8 cifre ciascuno, 
essendosi moltiplicato per 4 il gruppo medio e per 2 l'ultimo gruppo di 
ciascuna classe, la somma dei gruppi così formati è divisibile per 47 

3* 
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base 10, come iu base 6, solo che i primi 2 grappi a destra di ciascuna classe si com- 
pongono di 7 cifre cadauno e V ultimo gruppo consta quindi di 9 cifre, ed 
essendosi moltiplicato per 2 il gruppo medio e per 4 T ultimo gruppo di 
ciascuna classe; si considera la divisibilità per 47 della somma algebrica dei 
gruppi così formati, pigliando col segno -^ i gruppi d^ ordine dispari delle 
classi d'ordine dispari ed i gruppi d'ordine pari delle classi d'ordine pari, e 
col segno — i gruppi rimanenti 

id. 12, come in base 6, solo che il 1 ^ gi'^ppo a destra di ciascuna classe si compone di 
7 cifre, il 2® è di 6 cifre e lo si moltiplica per ( — 5), e l'ultimo gruppo 
consta quindi di 1 cifre e lo si moltiplica per 6 ; e si considera la divisibi- 
lità per 47 della somma algebrica dei gruppi così formati 

id. 30, come in base 10, in tutto e per tutto, solo cbe si moltiplica per 3 il gruppo 
medio di ciascuna classe, e per 9 il grappo a sinistra di ogni classe 

id. 60, e decomposto in classi da 23 cifre, da destra a siuistra, di cui ciascuna si 
divide in 2 gruppi, il 1 " a destra è di 10 cifre, e l'altro, che consta quindi 
di 13 cifre, si moltiplica per 2, e si pigliano col segno + tutti i gruppi delle 
classi d'ordine dispari e col segno ~- gli altri gruppi, la somma algebrica 
dei gruppi così formati è divisibile per 47. 

XVI. Divisibilità per clnquantatre, 
Un numero N è divisibile per cinquantatre, se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 13 cifre, da destra a siuistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi , il 1 ^ a destra è di 7 cifre , e l' altro, che consta quindi di 

6 cifre, si moltiplica per 10, e si pigliano col segno + i gruppi d'ordine 
dispari di tutte le classi e col segno — i gruppi rimanenti, la somma alge- 
brica dei gruppi così formati è divisibile per 53 

id. 10, e decomposto in classi da 13 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1^ a destra è di 6 cifre, e l'altro, che consta quindi di 

7 cifre, si moltiplica per 4, e si pigliano col segno -j- i gruppi d'ordine dis- 
pari di tutte le classi come nel caso precedente (per la base 6), e col segno — 
i grappi rimanenti, la somma algebrica così ottenuta è divisibile per 53 

id. 12, e decomposto in classi da 26 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1 ^ a destra è di 11 cifre, e T altro, che consta quindi di 
15 cifre, si moltiplica per 2, e si pigliano col segno -|- tutti i gruppi delle 
classi d' ordine dispari, e col segno — i gruppi rimanenti , la somma alge- 
brica così ottenuta è divisibile per 53 

id. 30, e decomposto in gruppi da 2 cifre, la differenza fra la somma dei gruppi 
d'ordine dispari e quella dei gruppi d'ordine pari è divisibile per 53 

id. 60, e decomposto in classi da 13 cifre, da destra a siuistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1 ^ a destra è di 5 cifre, e l'altro che consta quindi di 8 
cifre si moltiplica per 6, e si pigliano col segno -\- tutti i gruppi delle classi 
d'ordine dispari, e col segno i gruppi rimanenti, la somma algebrica così 
ottenuta è divisibile per 53. 
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XVn. Divisibilità per cinquantanove. 
Un numero N è divisibile per cinquantanove, se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 29 ci&e da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1® a destra di 14 cifre, e l'altro che consta quindi di 
15 cifre si moltiplica per 7, e si pigliano col segno + t^^ti i grappi delle 
classi d'ordine dispari, e col segno - i gruppi rimanenti, la somma alge- 
brica cosi ottenuta è divisibile per 59 

id. 10, e decomposto come in base 6, solo che il 1^ gruppo a destra di ciascuna 
classe è di 15 cifre, e l'altro che consta quindi di 14 cifre si moltiplica per 
7, e si pigliano col segno + i gruppi d'ordine dispari delle classi d' ordine 
dispari ed i gruppi d'ordine pari delle classi d'ordine pari, e col segno — i 
gruppi rimanenti, la somma algebrica dei gruppi così formati è divisibile 
per 59 

id. 12, e decomposto come in base 6, solo che il 2 ^ gruppo di ciascuna classe si mol- 
tiplica per 8, e si pigliano col segno -f- i gruppi d'ordine dispari delle classi 
d' ordine dispari ed i gruppi d' ordine parir delle classi d' ordine pari e col 
segno — gli altri gruppi 

id. 30, e decomposto in classi da 29 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1 ^ a destra di 1 6 cifre, ed il 2 ^ che consta quindi di 1 3 cifre 
si moltiplica per 9, e si pigliano col segno -f- ^^^ i g^^PPi ^^U® classi 
d'ordine dispari, e col segno - i rimanenti grappi, la somma algebrica dei 
gruppi così formati è divisibile per 59 

id. 60, la somma delle sue cifre è divisibile per 59. 



XVni. Divisibilità per sessantun©. 
Un numero N è divisibile per sessantuno, se scritto in 

base 6, e decomposto in classi da 30 cifre, da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 3 gruppi, i 2 primi a destra sono di 9 cifre ciascuno, ed il 3 <^ è quindi 
di 12 cifre, essendosi moltiplicato per 8 il gruppo medio, e per 3 l'ultimo 
gruppo di ciascuna classe e pigliando col segno -f- tutti i gruppi delle classi 
d'ordine dispari, e col segno — i gruppi rimanenti, la somma algebrica dei 
gruppi così formati è divisibile per 6 1 

id. 10, come in base 6, solo che il 1 ® grappo a destra di ciascuna classe è di 12 cifre, 
e gli altri 2 sono di 9 cifre ciascuno, essendosi moltiplicato per 3 il gruppo 
medio, e per 8 il gruppo a sinistra di ciascuna classe , pigliando col segno 
-f- i grappi d' ordine dispari delle classi d' ordine dispari ed i grappi d' or- 
dine pari delle classi d'ordine pari e col segno — i gruppi rimanenti, la 
somma algebrica dei gruppi così formati è divisibile per 61 

id. 12, e decomposto in classi da 15 cifre da destra a sinistra, di cui ciascuna si di- 
vide in 2 gruppi, il 1^ a destra è di 9 cifre, ed il 2®, che consta quindi di 
6 cifre , si moltiplica per 9, e pigliando col segno -f- tutti i gruppi delle 
classi d'ordine dispari e col segno — i gruppi rimanenti, la somma algebrica 
dei gruppi così formati è divisibile per 61 
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base 80, e decomposto in classi da 30 cifre, da destra a siiiistra, di cui ciascuna si di* 
vide in 3 gruppi, il 1^ a destra è di 11 cifre, il gruppo medio consta di 12 
cifre e si moltiplica per 7, T ultimo, che è quindi di 7 cifre, si moltiplica per 
6, e pii^liando col »e^o -f- i fifruppi d* ordine dispari delle classi d'ordine 
dispari ed i gruppi d^ ordine pari delle classi d* ordine pari, e col segno — i 
gruppi rimanenti, la sonmia algebrica dei gruppi cosi formati è divisibile 
per 61 
id. 60, e decomposto in gruppi da 2 cifre, da destra a sinistra, la somma di questi 
gruppi è divisibile per 61. 



IL Trasformazione delle frazioni ordinarie in radicali. 

HI. Generazione delle frazioni radicali finite, periodiche 

semplici e periodiche miste. 

IV. Trasformazione inversa. 

Chiameremo col Todhunter radicali quelle frazioni, che hanno per denomina- 

ore una potenza qualsi voglia della base del sistema numerico considerato. 

N 
S' abbia adunque una frazione F =^ ^ ; la vogliamo trasformare in una fra- 

zione radicale equivalente P = i-^. Osserviamo che Yr = ^^ , ^ (1); per cui 

sarà N, =^ (N X b") : D, semprechè tale divisione sia esatta; ora perchè ciò sia, nel- 
r ipotesi che N e D sieno primi fra loro, occorre necessariamente che b e D non sieno 
primi fra loro , non solo , ma che altresì D non contenga altri fattori primi tranne 
quelli di b» poiché solo in tal caso esiste una potenza b" divisibile per D; essendo cioè 

b = 9.X; D=-9a.XP; a>0;p=a + v; D=ya.Xa + v 

, T, N N N.©v N.©v 

onde F = =- = -— - — = — , T ^ = , J ; 

D f«.X« + v y'x+v.Xa-fv bp 

da cui ancora si ricava che, se b è un numero primo, una frazione ordinaria irriducibile 
qualunque non potrà mai essere trasformata in equivalente frazione radicale finita; 
onde si ottiene il seguente 

Teorema I: Affinchè una frazione ordinaria irriducibile proposta sia la gene- 
ratrice d' una equivalente frazione radicale finita è necessario e sufficiente che il de- 
nominatore della frazione proposta contenga esclusivamente i fattori primi della base. 

Per ottenere poi la frazione radicale richiesta si proceda secondo la formola(l) 
e cioè come segue : Kidotta la frazione proposta alla più semplice espressione e scritti 
i suoi termini in base b, si divida il numeratore pel denominatore ; alla destra del 
resto si ponga uno zero e si continui la divisione, ponendo sempre uno zero alla destra 
dei resti successivi fino a che si ottenga un r^sto zero; il quoziente in tal modo otte- 
nuto rappresenterà il numeratore della frazione radicale domandata ed il denomina- 
tore potrà essere sottinteso mediante una virgola che separa gli interi contenuti nel 
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uuiaero proposto dalla parte realmente frazionaria, analogamente a quanto si opera 
per le frazioni decimali, per modo che tante saranno le unità contenute neir espo- 
nente m del denominatore della frazione radicale, quante sono le cifre del quoziente 
poste alla destra della virgola (che per analogia chiameremo) radicale. 

Esempì in base dodici : 

^_ 5 _ 5.2.32 _ 5.2.32 



23 



1 1-2 . « 



2^32 
5 



102 



= 0,76 



5.23 



= 7r7r, = ^n7r=0,34. 



16 2.32 102 

Teorema II: Se ridotta una frazione ordinaria alla più semplice espressione 
e decomposto il suo denominatore nei suoi fattori primi, esso risulti ^nmo con b, 
quella frazione ordinaria sarà la generatrice d^ una frazione radicale periodica sem- 
plice (0 pura), in cui cioè il periodo incomincia subito dopo la virgola ed avendo n 
cifre, sarà n <^ D. 

Infatti : 

^_ N_ (NXb"):D . 
D ~ b- 

ora la divisione nel numeratore non può mai riuscire esatta, comunque si scelga m t 
operando però nel calcolo delle successive cifre della frazione radicale col metodo 
insegnato alla pagina precedente , è evidente che anzitutto i residui diflferenti possi- 
bili non sono che 1, 2, 3 . . ., (D -2), (D — 1), essendosi escluso lo zero, perchè non puossi 
mai avere divisione esatta; onde se non prima, al più tardi dopo (D — 1) divisioni, si 
dovrà nuovamente presentare uno dei resti precedenti e siccome alla sua destra si 
pone lo zero e si continua l' operazione , dovranno pur riprodursi successivamente le 
cifre ottenute nel quoziente al primo presentarsi di quel tal residuo ; ma io dico che 
quel primo residtto che si ripete è uguale al numeratore della frazione ordinaria pro- 
posta, che altrimenti il periodo non incomincierebbe subito fin dalla prima cifra dopo 
la virgola radicale. 



Infatti s' abbia : 



N 



N :D = + ^ 



Nb 



Nb2:D = q3+.^^ 

/ queste si ■ 



Da 



N =D.O +N 
Nb = D.qi + Ei 



m»:D = q„+^ 



Nb':D=q.+|l 



I 



ha pure 



Nb" =- Dq„ + R„(3) 






Nb' =- Dqr + E,(4) 



Essendo r > n, sottriamo la 
(3) dalla (4) ed avremo 

Nb' — Nb- = Dq, — Dq„, 
per ipotesi essendo E, ^= Kn; 

onde Nb» (b*^-— 1) = 
= D(qr— qn) e dividendo per 
b*" si ha: 

N(b--i)^ p(q'-q°) ; 

ora essendo intero il 1 ® mem- 
bro di quest'equazione sarà 
pure intero il 2^ membro; 



qr — qn_ 



ma D è primo con b ; onde , = J (num.intero) ; quindi N (b'"" — 1) = D J 

ossia Nb'-- = DJ + N (I) 
Sia Er = Ea il 1 ^ resto che si ripete, dico che E, = N. 
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Infatti r equazione (I) ci dice, che contrariamente air ipotesi fatta per cui R, era il 1 ^ 
resto che si ripete; yi sarebbe una diyisione precedente 

Nb--:D = J + ^, 

che dà N per resto, ma questo è pure il resto della 1^ diyisione, dunque non sarebbe 
più B, il 1 ^ resto che si ripete, e tale assurdo non si toglie, se non per Tunica ipo- 
tesi che n = ; poiché allora se ne ricaya appunto 

Nb':D=-J + ^ e quindi R,=rN 

come si yoleya dimostrare. — Concludiamo adiinque, che siccome tale resto N ha pur 
dato la 1* cifra del quoziente, ed i resti ad esso successiyi doyendo essere rispettiya- 
mente uguali a quelli che succedettero N nella sua prima comparsa , questa succes- 
sione periodica di resti nspettiyamente uguali genererà pure necessariamente una 
successione periodica di cifre rispettiyamente uguali nel quoziente, genererà adunque 
la frazione radicale periodica, il cui periodo (tc) incomincia adunque subito dopo la 
yirgola radicale, ha r <;^ D cifre, e si ottiene quindi la frazione „ periodica sempUce ■ 
seguente : 

' = l-v+^+^+ hf. 

Esempi : 

2 = 2:5-= (0,49724972 )i2 

3 =. 3 : 7 ^ (0,5186a35186a3. .)ia 

Teorema III: Se ridotta una frazione ordinaria alla piti semplice espres- 
sione e decomposto il suo denominatore nei suoi fattori primi, tra i medesimi si tro- 
yano i fattori primi della base b ed inoltre vi si trovano dei fattori primi colla base b, 
quella frazione ordinaria sarà la generatrice d^una frazione radicale periodica mista, 
coir j, antiperiodo ** formato da tante cifre quante sono le unità contenute del mag- 
gior esponente dei fattori primi di b, contenuti in D. 

In&tti sia ancora come prima 

F = -=r = ^^ y—^ — (1) in cm N e D son pnmi tra loro. 

Sia inoltre 

b=^ y.X; D = ya.XP.d; a > 0; p = a + v; 
essendo b e d primi tra loro; allora s^ayrà 

N N , N.yv Ky V N.y V N . yv : d 

D "~ya.X« + v.d "~ya + v.Xa + v.d~ ba-f v.d bP.d b? 

la quale espressione darebbe la frazione radicale richiesta equiyalente alla proposta, 
se (Nyv : dj desse un quoziente esatto ma ciò non è possibile, essendo d primo con b, e d 
primo con N. 

CI- XT j /^ . I^ V j ^^ Ncpv : d Q , Rld 

Sia Nyv : d = Q -f- -^.sara adunque F = — ^ =^ ^rg- H — i-q — i 

da cui si yede che in tal modo siamo riusciti a calcolare il numero Q che forma le 
prime p cifre radicali della frazione radicale equiyalente alla proposta frazione ordi- 
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naxia. In quanto alle cifre che seguono , esse dipendono evidentemente dallo svi- 
luppo di K : d, ma essendo R <;^ d, le otteremo se mai per analogia colla (1) dalla 

R (R X b™) : d 
(2) -5- = ^^ , — ora in questa relazione d è primo con R, e d è pure primo con bt 

per cui comunque si scelga m, quella divisione non riescirà mai esatta e pel teo- 
rema II otteremo 

-J^^ + pir+ bk + ^ + .... in infinito, onde segue che 

^ = UB" + iTo—, h 1 Q , ^ h IO,» h — in infinito, 

bP ' bP 4- n ' bP + 2ii ' bP + 8n ' ' 

il che dimostra in realtà la frazione ordinaria proposta essere la generatrice d' una 
radicale periodica mista coir „ antiperiodo " (cioè il numero formato dalle cifre che 
precedono il periodo) formato da'p cifre, da tante cioè, quante sono le unità conte- 
nute nel maggior esponente dei fattori primi di b contenuti in D ; ed il numero n 
delle cifre del „ periodo * tc è sempre minore del numero d che è il prodotto dei fat- 
tori primi con b contenuti in D, come si voleva dimostrare. 

Esempi in base dodici; a := dieci 

^ =- 3 : a = 0,372497249 



2.5 

7. 
32.5 



=^ 7 : 39 = 0,la49724972 



Problema inverso. 
Data una frazione radicale, trasformarla in equivalente frazione ordinaria. 

1) Occupiamoci anzi tutto d' una frazione radicale finita, E chiaro , che tale 
trasformazione si farà semplicemente, scrivendo la frazione radicale proposta, non 
per mezzo della virgola radicale, ma ponendovi invece in evidenza il suo denomina- 
tore, che è V unità seguita da tanti zeri quante sono le cifre radicali della frazione 
proposta; ridotta poi la frazione alla più semplice espressione, si ottiene la frazione 
ordinaria generatrice della frazione radicale data. 

Esempi: 

Si tratti di numeri scritti in base 12 ; a =^ 10; b -^ 11 

I 0, a 84 = = -— e per riprova nel sistema numerico decimale si ha 

/ a84 '\ 1540 _ 385 

VIOOOA*"" 1728 ~ 482 

b7^ ri39 



"«••"=(^)..=(ra)..^ 



in 0,^69 =——^^ e per riprova nel sistema numerico decimale si ha 

'^ ' /^ nr.^ 1521 169 
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2) S* abbia poi una frazione rudicaU periodica semplice F; essendo ir £1 periodo 
ed n il numero delle ci£re tra significative e non significative che Io componine 

a ha F »r ——•[.-_^--_-|---_-|«...airii^^ — F rappresenta adunque la somma 

« 1 

della progressione geometrica il cui 1 ^ termine è -|— ed il cui quoziente è -tt^ ; onde 

X 1 flC 

per la nota formola si ha: F = -r— . r- ^=* r 7 che è quindi la firasione ordi- 

^ b" 1 L b'— 1 ^ 

^ b» 
naria generatrice della periodica proposta e ne ricaviamo la seguente 

Regola: La £razione ordinaria generatrice d'una finizione radicale periodica 
semplice data si ottiene, ponendo per numeratore il periodo, e per denominatore tante 
volte la massima cifira significativa (b — 1) del sistema quante sono oompleasiTamente 
le cifire (tra significative e non significative) del periodo. 

JBs^m^: S'abbiano ancora numeri scritti in base 12;a = 10;b=s 11; 

I F = 0,231523152315 =^r^=:;^ 

bbbb 1111 

e colla verifica s' avrebbe essendo (2315)ig ^=^ 3905 

3905 . 3905 . 3905 1 3905 3905 355 



*^ "~ 194 "'" 198 + — 



12* • 128 • 12* i L 12*— 1 20735 1885 

infatti (257)i8 = 355 e (IIIIX2 = 1885. 



mfettiP = l + ^-f-^+ = -l. =j__ = _ 

^ 12 

infattiF^ — + — + — + = -^^.^^ j-=^.^.^_^=_ 

IV F = 0,001001001... ^-feJrì ^f-^ì 
' VbbbAs V1727A0 

m&ttiF=-i-, + -i^ + -i,+ ^ ^ ^ ^ 



12» ' 126 ' 129 ' 12*\___ 1 128—1' 1727 

ecc. ecc. ecc. 

3) Sia data finalmente una frazione radicale periodica mista F, il cui antipe- 
rìodo Q è composto di m cifre ed il cui periodo tc sia di n cifi*e; s' avrà quindi 



Q 
*) F si presenta come la somma di 2 numeri, il l<^.dei quali è -^^ ed il 2<^ è la 

somma della progressione geometrica infinita e decrescente il cai 1° termine à j , ^ e Ift 

ragione quoziente ne è t-^ ; tale somma è data quindi dalla iormola nota per le progrer 

ic 1 
tioni geometriche ed è ugruale a - r- , '-^ • 
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jp__Q_j n 1 Q . ic ^ q(h-—i)+ jc^ 

_ (Q,V + 7c)-Q *) 

(b- ~ l).b« ' 

che è quindi la frazione ordinaria generatrice della frazione radicale periodica mista 
proposta e da questa formula ricaviamo la seguente 

Regola: La frazione ordinaria generatrice d^ una frazione radicale periodica 
mista si ottiene, ponendo per denominatore tante volte la massima cifra significa- 
tiva (b — 1) del sistema quante sono le cifre (n) del periodo e scrivendo ancora alla 
destra del numero così ottenuto tanti zeri quante sono le cifre (m) deirantiperiodo; 
— al numeratore si ponga la differenza di due numeri, di cui il minuendo è il nu- 
mero formato dall' antiperiodo e dal 1 ^ periodo, ed il sottraendo è Tantiperiodo. 

Esempi: S'intendano anche qui i numeri scritti in base dodici 

I P= 0,20 456456 456 all'infinito = ^^f tt Z ^^ =" 

bob 00 

_ 20436 _ 4087 

~ bbbOO ~ IbbaO' 

In£Eitti per la verifica si ha trasportando i numeri nel sistema numerico deci- 
male: 

(4087)i2=r7015; (IbbaO)ig =41448; (20)i2 = 24; (426)18 = 642 

21045 7015 



onde P = 



124344 41448 



p _ 24 642 642 642 _ 24 642 1 _ 

■" r28"^T2^ + 128 "^1211"^ ~ 12«"*" 126 \ i_ — 

12» 

= —A. 642 24(128—1)4-642 _ 42090 

~ I2T+ 128(128—1) "^ (128— l)7l2« '— 248688 

esemplificata per 6 dà P = con cui l'operazione è verificata. 

n P = 0,5833 = -^i == I i — I =^ I I 

^1^ ^'^ ^^ VboAs V132A0 

infettiP = - + —+— 3+^ +....= ^ + _L,_ 



18 



_ 5 3 _ 5(12 — 1) + 3 _ 58 

"" 12"*"l2«— 12~ 12(12—1) ~I32 



*) Q r antiperìodo è un numero in generale di m cifre significative; Q.b» è quel numero 
che si ottiene ponendo alla destra di Q tanti (d) zeri quante sono le cifre del periodo (ic); 
quindi Qb» + ic è finalmente quel numero che dal precedente Qb* si ottiene, sostituendo 
agli m seri, ora seritti alla sua destra, il perìodo v stesso ; è adunque evidente che Q b>^ + n 
rappresenta precisamente il numero formato dalle cifre dell* antiperìodo seguite a destra da 
quelle del 1® perìodo. 

4* 
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' bbOO VbbOOA» V20592/10 v1029GAo 

. .^.^ 76 , 14 , 14 , 76 , 14 1 

intatti* =.^^ + ^^ + ^^ +,...= _. + _. _j.= 

12» 

_^ 14 _ 76(12» -1) 4-4 _ 10882_ 5441 

12» ■^12*— 12»"" 122(128— ÌJ~~' 20592 ~ 10296 
eoe. eoe. eoe. eoe 



V. Metodi rapidi per eseguire in alcuni casi particolari 

delle Moltiplicazioni e Divisioni. 

I. Lemma. Ponendo uno, due, tre, r zeri alla destra d^ un numero intero N 

scritto in base b, lo si moltiplica nspettiTamente per b, b», b*, b^; e sopprimendo 

alla destra d'un numero intero N, scritto in quella base, uno, due, tre r zeri, lo si 

divide rispettivamente per b, b», b^ h^. 

Definizione, Chiameremo numero radicale scritto in base b un numero frazio- 
nario radicale, cioè >in numero misto, in cui la parte intera è separata mediante la 
virgola radicale dalla parte frazionaria, che è una frazione radicale (vedi Cap. U). 

II. Lemma. Un numero radicale non cambia di valore scrivendo o sopprimendo 
alla sua destra quanti zeri si vogliano. 

Corollario. Scritto un numero intero, le sue unità semplici si possono far se- 
guire dalla virgola radicale e scrivere poi alla sua destra quanti zeri si vogliano senza 
alterarne il valore, per modo che ogni numero intero può in tal maniera essere facil- 
mente ridotto sotto la forma di numero radicale. 

III. Lemma. Trasportando la virgola radicale di uno, due, tre, r posti verso 

destra, si moltiplica il numero radicale proposto rispettivamente per b, b^ b^, . . .b^; 

e trasportandola rispettivamente di uno, due, tre r posti verso sinistra lo si divide 

rispettivamente per b, b^ b^ . . . . V. 

Regola I. Per moltiplicare un numero N intero o radicale rispettivamente per 
b, b^, b^ — b^ basta trasportare la sua virgola radicale rispettivamente di 1, 2, 3 — r 
posti verso destra. • 

Regola II. Per dividere un numero N intero o radicale rispettivamente per 
b, b^ b^, — bs basta trasportare la sua virgola radicale rispettivamente di 1, 2, 3, ... r 
posti verso sinistra. 

Esempi per le applicazioni: 

Per moltiplicare un numero N intero o radicale scritto in base 12, rispetti- 
vamente per 12, 122, 12^, 12'', basta trasportare la virgola rispettivamente di 

1, 2, 3, .... r posti verso destra ecc. ecc. 

Per dividere un numero N intero o radicale scritto in base 7, rispettivamente 

per 7, 7 2, 7 ^ 7*^, basta trasportare la virgola rispettivamente di 1, 2, 3, .... r posti 

verso sinistra ecc. ecc. 
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Regola III. Per moltiplicare un numero N per (b^ — m), se ne trasporti la virgola 
radicale di p posti verso destra e dal numero così ottenuto si levi il prodotto (m.N). 

Eserftpt. Per moltiplicare un numero N scìitto in base 12, pei* (123 — 5)^ gg ^e 
trasporti la virgola ^ adirale di 8 posti verso destra e dal numero ottenuto si levi il 
quintuplo del moltiplicando N. 

Per moltiplicare un numero N scritto in base 7, per (7 * — 6), se ne trasporti la 
virgola radicale di 5 posti verso destra e dal numero ottenuto si levi il sestuplo del 
moltiplicando N. 

Per moltiplicare un numero N scritto in base 10, per 99Ó9, 9998, 9997, 9996 ecc. 
se ne trasporti la virgola decimale di 4 posti verso destra e dal numero ottenuto si 
levi rispettivamente il moltiplicando, il suo doppio, triplo, quadruplo ecc. — 

Essendo b =- f F, in cui f e F sono divisori Interi complementari della base b, 
avremo ancora la seguente 

Regola IV. Per moltiplicare un numero N per P"» basta trasportarne la virgola 
radicale di m posti verso destra, e dividere il numero così ottenuto per f™. 

Esempi. Per moltiplicare un numero N scritto in base 12, per 6 8, basta tra- 
sportarne la virgola radicale di 3 posti verso destra e dividere il risultato ottenuto per 
2^= 8 ecc. ecc. 

Per moltiplicare un numero N scritto in base 18, per 9^ basta trasportarne la 
virgola radicale di 4 posti verso destra e dividere il risultato ottenuto per 2* ecc. ecc. 

Per moltiplicare un numero N scritto in base 10, per 25, 125, 625, 3125 ecc., 
se ne trasporti la virgola decimale rispettivamente di 2, 3, 4, 5 ecc. posti verso destra, 
e si divida il risultato ottenuto rispettivamente per 4, 8, 16, 32 ecc. 

Regola V. Per dividere un numero N per F°* basta trasportarne la virgola ra- 
dicale di m posti verso sinistra, e moltiplicare il risultato ottenuto per f*". 

Esempi. Per dividere un numero N scritto in base 12, per 6 ^, basta trasportarne la 
virgola radicale di 5 posti verso sinistra e moltiplicare il risultato otten uto per 2^ ecc. ecc. 

Per dividere un numero N scritto in base 1 4, per 7 *, basta trasportarne la virgola 
radicale di 4 posti verso sinistra e moltiplicare il risultato ottenuto per 2* ecc. ecc. 

Per dividere un numero N scritto in base 10, per 25, 125, 625, 3125 ecc., sene 

trasporti la virgola decimale rispettivamente di 2, 3, 4, 5 ecc. posti verso sinistra, e 

si moltiplichi il risultato ottenuto rispettivamente per 4, 8, 16, 32 ecc. 

NB. 1) In tutti questi casi si è supposto per le applicazioni F > f ed inoltre che F 

sia molto diverso da f per modo che sostituendo nelle operazioni da farsi il 

, numero operatore f al numero operatore F, le operazioni stesse riescano cosi 
realmente semplificate. 

2) Si sono ommesse per brevità le dimostrazioni dei lemmi precedenti in questo 
capitolo, come pure le dimostrazioni delle cinque regole svolte qui sopra, 
perchè sono del tutto conformi alle analoghe, dimostrazioni che si danno nel- 
l'aritmetica comune e quindi ne potrebbero essere dedotte colla massima 
facilità. 

3) In conformità a quanto è detto nel corollario al II lemma di questo capitolo, 
in tutte le regole svolte più sopra per N si può intendere, anche laddove ciò 
non fosse esplicitamente menzionato, tanto un numero intero, quanto un 
numero radicale qualunque. 
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VI. Osservazioni generali sul calcolo dei numeri scritti 

in base b non decimale. 

Siccome, riferendoci alla base b, ogni b unità d'un ordine rappresentano 
1 unità deir ordine immediatamente superiore, ci basterà avere quest* unica ayrertenza 
sia nel calcolo dei numeri interi quanto dei numeri radicali (yedi definizione Gap. Y.) nel 
'passaggio dalle unità d' un ordine a quelle àéìV ordine immediatamente sucoessiTO' 
(sia superiore od interiore); — il metodo e dirò così la disposizione grafica del calcolo 
possono conservarsi così come con molta opportunità ci servono nel sistema nume- 
rico decimale, come risulta dai seguenti 

Esempt scritti in base dodici (a ~ dieci; b ^ undici). 



Operazioni 



Verifiche 





Addizione 




85400 




ab9876 


7820 




7820 


ab9876 




35400 


120000 




ba987 


ba987 




120000 


1159661 




1159661 



Operazioni 


Addizione 


Verifiche 


3,54 
0,782 

ab,9876 

12 
b,a987 




0,782 

3,54 
12 
ab,9876 

b,a987 



115,9661 



115,9661 



Incomincio a dire 7 e 6 fiinno tredici, scrivo 1, porto 1, e 8 fim 9, e 7 fan se* 
dici, e 2 fiui diciotto, scrivo 6 e porto 1 ecc. ecc. ed analoghi ragionamenti si &nno 
pure per tutte le altre operazioni 



SoUrazione 

945ab75 945ab75 

6789ab 89a2186 



89a2186 



ab9876 

7820 

19b75300 
73a5900 

64a8046 

704458b300 



6789ab 



tpUcazione 



7820 
ab9876 

3al00 
45920 
51540 
59160 
705aO 
64980 

704458b800 



Sotitnusioni 


5 


ab,9876 


ab,9876 


0,782 


ab,2056 


ab,2056 


0,7820 


MóUiiHicaiZione 


ab,9876 


0,782 


0,782 


ab,9876 


19b7580 


3al0 


73a5900 


4592 


64a8046 


5154 


70,4458b30 


5916 




705a 




6498 



70,4468b30 



/ 
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Divimne 

704458b300 7820 
64980 



76858 
706aO 



6278b 
59160 

562b3 . 
51540 

49730 
45920 

3al00 
3al00 

00000 



ab9876 

704458b300|ab9876 
64a8046 



7820 



7585453 
73a5900 

19b7630 
19b7530 

00000000 



Divisi&ne 



70,4458b300 10,782 
^4980 ^b;9876 



76858 
705aO 



6278b 
59160 

592b3 
51540 



49730 
4 5920 

3al00 
3al00 

00000 



70,4458b3 | ab,9876 
64a8046 oj82 

7585453 

73a5900 

19b7530 
19b7530 



0000000 



78202 = 



1 



41 
94 
54 
268400 

4aba8400 



Innalzamento a potenza 
Quadrato 

78202= 7820 X 7820 = 4aba8400 



> = 4aba8400 



134400 
51540 
45920 

4aba8400 



0,782 B=^< 



78208=< 



f247 

820 
940 

368 
25480 

7808000 



3190bb808000 



Quadrato 

41 
94 
54 

2684 



^ = 0,4aba84 



0,4aba84 ^ 



Cubo 
78208 = 7820» X 7820 = 3190bb808000 
4aba8400 X 7820=-- 3190bb808000 



8190bb808000 99b948 

333bl68 
2a4b2a4 



3190bb808000 



0,782» 



Cubo 

247 
820 
940 

360 
25480 
7808 



= 0,3190bb808 



0,3190bb808 



82 



Eénmone di radice 
Badice quadrata 



X riwhiia lOu = 7820 
41 

~96a: 128X8 
994 



Verifica 

7820«— 4aba8400 



02684:1342X2 
2684 

000000 



Estrazione di radice 
Badice quadrata 



V0,4aba84 ^ 0,782 

41 

~òk^ — Verifica 

OQ^ 0,782»--- 0,4rf)a84 



2684 
2684 



0000 



Badice cubica 



>/3190bb808000 = 7820 
247 



8 



Badice cubica 



>/0,3190bb808 -= 0,782 
247 



920bb : 1 03 Verifica 920bb 

820 7820»-=-3190bb808000 820 
940 940 

368 368 



2553808:12840 
25480 
7808 

000000000 



2553808 
25480 
7808 

0000000 



Verifica 

0,782»-- 0,3 190bb808 



Operazioni abbreviate con approssimazione ^radicale** 

sopra numeri scritti in base dodici 



Addizione a meno di 0,01 

3,54 

0,78 
ab,98 
12 

b,a9 



2 
76 



87 



115,97 



Moltiplicazione a meno di 0,001 

ab,9876 X 0,782 =- 70,446 
2870 



64a804 

73a59 

19b7 

70,4458 



Sottrazione a meno di 0,01 



ab,98 
0,78 



76 
2 



ab,20| 



Divisiùne a meno di 0,01 

70,4458b3 : 0,782= ab,99 
6498 ab,987 



7685 
705a 



6278 
5916 

562 
515 

49 
45 



t 



38 



Radice quadrata a meno di 0,01 



V0,4a|ba|84=-0,78 
41 

9ba 
994 



26 



Radice cubica a meno di 0,01 

v/0,319|0bb|808 = 0,78 
247 

920bb 
820 
940 
368 



2553 



NB. Ho scelto per amor di semplicità quasi sempre gli stessi numeri su cui operare, 
ma ciò non nuoce evidentemente alla generalità dell' esposizione. 

In quanto alle operazioni approssimate con approssimazione radicale giova 
qui ripetere che valgono per esse, in qualunque sistema numerico si effettuino, 
le medesime avvertenze che si hanno relativamente ad esse nel calcolo consueto 
con numeri decimali; è per questo che non ho creduto di dover scegliere appo- 
siti esempi complicati p. es. sulP estrazione approssimata della radice quadrata 
e cubica, in quanto che per tutti i riguardi il metodo con cui si effettuano tali 
operazioni coiuciderebbe con quello usato nel sistema numerico decimale. Ho 
scelto poi di preferenza nei numeri scritti il sistema duodecimale, come quello 
che maggiormente si raccomanda nelle pratiche applicazioni, alcune delle quali 
si vedrnnno anche nel corso del lavoro stesso. 



VII. Complemento aritmetico. 

Essendo V<^N<;^ V+i; per „ complemento aritmetico di N in base b* s'in- 
tende la differenza V"*"i — N, differenza che in pratica si ottiene molto comoda- 
mente e serve come nell'aritmetica decimale a sostituire una vera somma aritmetica 
ad una somma algebrica data. 

Riferendoci anche qui per maggior brevità unicamente al sistema dttodecimale; 
ecco come si presentano i calcoli relativi e vediamo anche qui riapparire fedelmente 
la disposizione grafica dei calcoli corrispondenti dell' aritmetica comune e decimale. 

Il complemento aritmetico di 7385 è 4867 ; infatti 7385 + 4837 = 10000 

id. 49b+ 721= 1000 
id. ab987 4- 10235 = 100000 
id. 6b4- 51= 100 

id. 4+ 8= 10 

Infatti abbiamo : 
57952 — 7385 — 49b -f 
+ 112385 — ab987 — 6b— 4 = 
=r (57952 + 112385) — (7385 + 
+ 49b + ab987 H- 6b + 4) = 
=-16all7— b76a2 = 
^=72635 come prima 





id. 


id. 


49bè 721; 


id. id. ab987èl0235; 


id. id. 6b è 51; 


id. id. 4 è 8 ; 


e6' 


• 

H- 57952 


ituire la 
tmetica: 


+ 57952 




somm 
rica 


— 7385 

— 49b 


+ 14837 
4- "1721 




4t 


+ 112385 


^ 9 « ì 


+ 112385 


— 72635 




— ab987 


OQ 

/O d 


+ 110235 




T3 

tì 


— 6b 




+ 151 




o 




•fH O 








4 

v / 


SS 00 


+ 18 1 





34 



\^IIL Passaggio da un sistema di numerazione ad altro 

sistema di numerazione. 



Un numero qualunque N può esBer sempre espresso mediante V equazione se- 
guente: N^ Cq +Cib-|-Cgb*-f-C8b3 + -[-Cmb™: in cui b è detto,, base del sistema 

di numerazione* Cq, c^, c^ C^u sono dette «cifre* del numero N scritto in base b; 

è chiaro che variando la base b lo stesso numero N non potrà più essere scritto colle 
medesime cifre, varieranno adunque conseguentemente anche queste cifre al variare 
della base. A tale proposito possiamo ora proporci i problemi seguenti, serrendoci 
dapprima del sistema numerico decimale come sistema ausiliario e trattando poi le 
questioni indipendentemente da tale sistema intermediario: 

Problema I: Baio un numero N scritto in base 10, tradurlo in un altra 
base data b. Giova notare sin da questo punto che se la nuova base è minore di 10 
ci basteranno le nostre consuete cifre „ arabiche * conseiTando a ciascuna d* esse il 
suo valore originale ; che se invece b fosse maggiore di 10 ci sarebbe la necessità 
d^iutrodurre delle nuove cifre; ed in queste pagine adotteremo le seguenti: a^^^ 10; 
b=^ll; c=- 12; d=^ 18; e=^ 14; f^ 15; g^ 16; h=^ 17; i=^18 ecc. ecc.; ben- 
inteso che anche in questi sistemi differenti ogni cifra ha come nell'aritmetica or- 
dinario un valore „ assoluto * ed un valore , relativo •. 

Il presente problema si riduce a trovare le quantità Cq, c^, C2,...Cju dalla 
seguente equazione (1) in cui le Yoi Tn Ys^ Tsi • • • Tm rappresentano le cifre date del 
numero N scritto in base 10: 

=-c^bn^ + c^^b'°-i-fc^_^b'n-« + .... + Caba + Cib+Cb 

da cui anzitutto si deduce essere Cq il resto della divisione (2); ed analogamente si 
ricavano le altre cifre c^ c^ dei resti delle divisioni successive alla (2) 



N 



:b = Q' + 



^0 



(2) 



Qi :b = Qn +^ 



Q(m-D:b=:Q(m) 4-^:1 



Q(m) .b= 0-f- 



'm 



dalle 
quali 
si ha 



ancora 



N 



=^bQ' ^-roconcuisihac^ 



Qi =bQ" 4. ri id. id. Ci =ri 
Qii =^bQ"' + ra id. id. e, =1^ 



Q(m-i)=bQ(«0+r^.,id. id. «te-i=r^ 
Q(m)__ + r^ id. id. c^=r^=QCm) 



I polinomi Q^ Q", Q'" , — Q(^) sono tutti ordinati secondo le potenze ditneii- 
denti della base dieci e dimiuuiscono successivamente ciascuno il loro grado di una 
unità, per cui Q^"^^) sarà lineare rispetto alla base dieci; e col mezzo di tali polinotni 
si trovano rispettivamente i valori di q, Cg, . . . Cj,^ precisamente come mediante N si 
trovò Co, cioè: i valori di quelle cifre risulteranno quali resti delle rispettive divisioni 
(come si vede nel quadro qui sopra). 
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Infatti per mesco di successive sostituzioni ricorrenti si ottiene dal sistema 

delle precedenti equazioni N =^ rg + r^ b + ^a ^^ + ^a b^ + r4 b* + — + Tm ^°' ? 

' da cui immediatamente con necefiiKÌtà si conclude essere: Cq =^ Tq; q = r^; Cg = rg; 

C3 =-r3; C4 = r4; Cm.= rn, come si voleva dimostrare, con che si è risolto il 

problema. 



Esempì per V appliccusfione: 
I. (7389)io = (54113)6 

Infatti 7389: 6 



Q' —1231 


ro — 3 


Qn _ 205 


ri-l 


Q"» — 34 


r,-l 


Q'^— 5 


rs-4 



n. (7389Xo = (4339)1, 
In&tti 7389 : 12 



Q' = 



r^ = 5 



Qi —615 


ro = 9 


Q« =- 51 


ri -3 


Qm_ 4 


r, — 3 


Q"^= 
ecc. 


r«-4 
ecc. 



Problema II: Dato un numero scritto in base b, tradurlo in base 10 (inverso 
al precedente). È inverso al precedente in quanto che in questo problema son date 
le Co, Ci, C2 .... Cj^ e si cercano invece le To? Tu T2 • • • • Tm- ^^^ la loro determinazione 
serve ancora T equazione: 

TmlO«4-Ym-4lOi»-' + Tm-^l<>^' + ---- + T2lO^+TilO + To- 
= c^b«i + c^-.ib«^-i + c^_ab«^-2 + .... + cb2 + Cib + Co; 

ed è chiaro che si potrebbero ricavare con un procedimento affatto analogo a quello 
adoperato nel problema precedente, cioè quali resti delle seguenti successive divisioni, 
nelle quali si suppongono tutte le grandezze scritte in base b; per ottenere poi le 
cifre effettive dobbiamo ridurre i rispettivi resti tutti alla base 10 : 



N ;10 = Q' +^ 
Qi :10 = Q" +^ 



Q« ;XO-=Q™ + 



'2 



10 



dalle 
quali 
si ha 



N ==10Q' +redacuiro =Yo 
Q' =-10Q" +ri id. ri =7^ 



Q(m) :io = + 



10 
10 



pare 



Q(m-^l)= 10.Q(m) f r,^ id. r^.i = Tm-1 

Q(mì = +r^ id. r^ =Y^ 



Ma otteniamo le cifre Yqi Ti 1T2 •••Tm P^^ comodamente, valutando effettiva- 
mente le successive potenze di b (in base 10); calcolando pure in base 10 i prodotti 
della forma c^b^ e finalmente la somma (sempre in base 10) di tutti questi prodotti. 
Il calcolo si dispone però preferibilmente come negli esempi che seguono: 
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Esempio I: 


EMmpio II: 


r54113)g — r7389\o In&tti: ('54113)e 


(4339X,==(7389)io 


^Yh 


iB&ttì: (4339)12 


84 


12X4 


205 


51 


1231 


615 



7389 7389 

Col 1 " metodo il calcolo si presenterebbe come segae: 

Esempio I: 

(54113)e :(14)6 

dunque anche di qui si ricava 

(54113)e— f7389Xo 



Q» ^3230 
Q" — 201 


To - (13)6 = 9 , 
ri - (12)6 - 8 


Q'" — 1 1 


r, - (3)6-3 


Q'^-- 


rs-(H)c-7 

Esempio II: 

(4339X,:aij 




-^516 ro-^9 
61 ri-8 


QUI 


— 7 rj--3 ^ 


Qir 


— r,-? 



da cui si ricava 

(4339)i2=(7389Xo 



Problema III: Dato un numero scritto in base 6^, tradurlo in base b^- (Con 

e senza passaggio per la base 10). 

Metodo lo, È facile vedere come si possa risolvere questo problema ricorrendo 
ai 2 precedenti, vale a dire air uso della base intermediaria 10; per far ciò, il nu- 
mero scritto in base b^ si ridurrà alla base 10 ed il numero così ottenuto si riduce 
poi alla base b^. 
Esempio: f54113)6 --(4339)ijj 

Infatti come si vide prima | (54113)6 = (7389)iy | Quindi: 

si hanno le seguenti: ^ (7389)io =- (4339)i2 / (54113)6 = (4339) q. e. d. 

Metodo 2o. Non è poi ìiemmeno difficile il risolvere il problema proposto anche 
senza ricorrere alla base ausiliaria 10; poiché si potrebbe benissimo trattarlo con 
perfetta analogia ai precedenti ed ecco come: Si facciano le seguenti operazioni scri- 
vendo i numeri tutti in base b^, e si riducano poi i rispettivi resti tutti in base b^. 



'2 



Qi . |j _^ Ali I ^^ E si avranno per le ragioni più volte esposte chiamando 

"« con Co^ Ci^ C2^ Cg^ . . . c„/ le cifre del numero N scritto 

Qn : b 4- Q"' 4- ^^ ùa base b^ ; e con Cq", c^", Cg", Cg" c^^/' le cifre dello 

^2 stesso numero scritto in base bg, le seguenti relazioni 

— — — — — che risolvono direttamente il problema 

/^, ^ ^ r.i . .fm-l (^0 )b. =- (Cq ")l>. "i (fi k =" (^1 ")b. *» (^2 )bi =^ (^2 ")b. ; 

Q(-i):b,=.QM+-|-i ....(Ob.= (eA 



(^^) :\—0 + 



'2 



i 




Q' 


— 867 


ro 


-(3)i« 


= (8)« 


Q" 


— 151 


ri 


-(!),. 


- (1 )« 


Qin 


— 2a 


.?« 


-(1),. 


(1)« 
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Esempi: L (54113)g = (4339)i2 IL (4339)i2 = : (SéllS)^ 

In fatti (54113)6 :(20)e In& tti (4339Xg (e^g 

Qi =2503 ro=(13)g = (9Xi, 

Q"= 123 r,= (3)g=(3X8 

Qni= 4 ra= (3)6=(3)ta 

QiT= r,= (4)6 =(4)18 Q:1^_ 5_r8 = (^i« = (4)6 

quindi (54113)6 = (4339)i2 Q^ = r* = {5\^ = (5)6 

Metodo 3o. Ancora senza bisogno del sistema ausiliario decimale si può risol- 
vere il presente problema anche analogamente al 2" metodo adoperato periisolvere 
il problema II ed ecco come : 

Valutiamo le efiPettiTe potenze di bi (in base b^); calcoliamo pure in base b^ i 
prodotti analoghi a e/ b^'' di cui N è la somma e finalmente questa somma s'essa 
sempre in base bg. Il calcolo si disporrebbe preferibilmente come nei seguenti 

Esempi: 

L (54113)g =(4339X» IL (4339X« =-(54113)6 

Infatti (54113)6 Infett i (4339Xg 

(6)i, X(5)iT" (20)6X(.4)6_ 

(2a)ij Dunque è proprio (123)6 Dunque è proprio 

(I5IX2 (54113)6 = (4339)12 (2503)6 (4339)^2 = (54113)6 

(867)^2 (54113)6 ecc. ecc. 



(4339) 
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Problema IV: Dato un numero N scritto in una data base b, trovare in qual 
base X esso verrebbe scritto in una certa maniera data (cioè con certe cifre date). 

SiadatoN = c^b°^ + c,,,_ib«^-i + c„,_2b^~' + ---. + C3b3-he2b2 + Cib + Co; 

esienopurdate 

lequantiià ^^ 7„j_i 7,^_^ Ys T2 Ti T« 

quali 9 cifre'' dì N scritto nella base X. Allora si ha la seguente equazione: 

TmX"^ + Tm-lX"'"' + Tm-2X°^-' + ....+T8X» + T8X^ + TlX + To"N 

da cui si deye trovare X; ma il problema si yede essere ridotto ad un' equazione com- 
pleta di m^ grado la quale non si può risolvere nella sua piena generalità: è però 
solubile in ogni caso numerico particolare. 

Esempi: 1^. Si domanda in qual sistema numerico il numero (7389)^0 sarebbe 
scritto colle cifre ys = 4; ^g = 3; Yi •= 3; 70 ^.^^ Dobbiamo quindi risolvere la 
seguente equazione cubica 

4x3 + 3 xa + 3x + 9 = 7389 dalla quale si ha x^= 12 quale unicaradice 

4x^+3 x2-f3x — 7380 = reale intera mentre le altre 2 sono im- 

12)4 51 615 maginarie. 

4 991813 II sistema domandato è adunque il sistema 

4 147 duodecimale cioè quello a base 12. 

Infatti: la trasformata in x — 12 = Xj sarebbe 4 x^ ^ + 147 Xi2-|-i813Xi = 
da cui si deduce x^ == onde x = 12 ed inoltre dividendo per x^ ; 4 x^ ^ -[- 147 x^ -|- 
-f- 1818 = 0, le cui radici non sono reali, essendp 147*<;iG.181il, 



88 



2^. In qoal afartenu nnmerioo il nomerico f7389)io si icriTe colle dfre T4 ^'^ ^ 
Y3 =r 4; Y» ^= 1 ; Ti ^*~ 1 ; Yo ^ ^^ Dobbiamo quindi rÌBolrere ìm seguente eqnanouei 



5x* + 4x« + x«+ x + 8 —7889 
6)5x^4-^3C»-f 3t»+ X— 7886— 
5 4 1 1 — 7386 

5 34 215 1291 

5 64 599 4845 
5 94 1168 
5 124 

la cui trasfonnata in (x — 6)=- x^ sarebbe kBeguente5Xi*f-124xi*-f-1163xi*-|- 
•f- 4845 x^ ^ da coi si ha Xi ^0 onde X ^ 6 ed inoltre diyidendo per x^ la: 
cubica 5 x^ ' + 124 Xx * -)- 1163 x^ + 4845 — 0, la quale per lo meno non ha più 
nessuna radice positiva; il sistema domandato è adunque il sistema Mnifio cioè 
quello a base 6. 
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I. Nel sistema senario. 
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3 
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11 


15 
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111 


115 
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241 


246 


251 


255 


301 
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331 


335 


345 


351 


405 


411 


421 


431 


435 


445 


455 


501 


515 


521 


525 


531 


551 



1011 1015 1021 1026 1035 1041 1055 1105 1115 1125 1131 1141 

1145 1151 1205 1231 1235 1241 1245 1311 1321 1335 1341 1345 

1355 1411 1421 1431 1435 1445 1501 1505 1521 1535 1541 1555 

2001 2011 2015 2025 2041 2045 2051 2056 2115 2131 2135 2151 

n. Nel sistema duodecimale. 
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la5 
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Ibi 



lb5 lb7 205 217 21b 221 225 237 241 24b 251 256 
25b 267 271 277 27b 285 291 295 2al 2ab 2bl 2bb 
301 307 30b 315 321 325 327 32b 33b 347 34b 357 



XIL Osservazioni sulle Tavole precedenti 

che concernono i quadrati ed i cubi dei numeri ed i numeri primi. 

Tavola L Dei quadrati. 

Nel sistama nomerico decimale sappiamo che il quadiato d' un numero intero 
non può terminare né per 2, ne per 3, né per 7, né per 8; e che adunque afifinchè un 
numero intero acritto in questo sistema sia quadrato, è neeessario che finisca per 
una delle seguenti sei cifre: 0, 1, 4, 5, 6, 9. 

Confipontando peiò i Tan modi con cui si presentano i quadrati dei muneri a 
seconda che aleno scrìttìin un sistema numerico piuttosto che in un altro OBsermmo 
quanto (M^gue: 

Nei sistemi a base 2^ 3 e 4 i quadrati finiscono tutti o per o per 1 ; sono escluse 

quindi le cifre 2 e 8 
Nel sistema a base & i quadrati finiscono tutti per 0, 1, 4, sono escluse quindi 

le cifre 2 e 3 
- id. id. € id. id. 0, 1, 8, 4, sono escluse quindi 

le cifre 2 e 6 
6 
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Nel sistema a base 7 i qoadrati finiscono tatti per 0, 1, 2, 4, sono esdnse quindi 

le cifre 8, 5 e 6 
idL id. 8 id. id 0, 1, 4, sono escluse quindi 

le cifre 2, 3^ 6, 6, 7 
id. id 9 id. id 0, 1, 4, 7, sono escluse quindi 

le cifre 2, 8, 5, 6, 8 
id id 10 id id 0, 1, 4, 5, 6, 9, sono escluse 

quindi le cifre 2, 8^ 7, 8 
id. id. n id id. 0, 1, 3, 4, 5, 9, sono escluse 

quindi le cifre 2, 6, 7, 8, a 
id. id 12 id, id 0, 1, 4, 9, sono escluse quindi 

le cifre 2, 3, 5, 6, 7, 8, a, b 
Da questo raffronto risulta essere il sistema duodecimale il più conreniente 
tra i sistemi di numerazione qui considerati per riconoscere, se un numero intero 
proposto possa essere quadrato d'un altro numero in quanto che possiamo affermare 
che in questo sistema il quadrato d'un numero termina necewanam^n/e per una delle 
seguenti quaUro cifre : 0, 1, 4, 9, e si escludono quindi le altre otto ; questo vale anche 
per il quadrato d' un numero qualunque. Poiché è ben vero che ciò non è direttamente 
comprovato nella tavola che pei primi dodici numeri, ma è pur vero che un altro 
numero qualunque N^ 12, potendo esser decomposto nelle sue «dozzine* e nelle 
sue f, unità semplici ^ ponendolo sotto la forma N ^^^ (m. 12 -f- 1^) in cui n <^ 12, ne 
yiene che le unità semplici di N^ non possono provenire che dalle unità semplici di 
n^, e quindi N' non può terminare che per una delle cifre 0, 1, 4, 9 come n*. 

Da un'ulteriore ispezione della tavola risulta ancora una certa disposizione 
simmetrica delle cifre rappresentanti le unitii semplici di questi quadrati; tale sim- 

|._rye(| + ,yesBendobpariperr^| 

scrivono colla stessa cifra nelle unità semplici come r'; da cui segue adunque 

p. es. che perb = 12; si ha (^-- — "^^^ [t'^^J ~^^^' {t~^) =^9® 
( _=: 3j == 69 ecc.; e d'altronde essendo b qualunque si hache(b — r)*e(b -f- r)* 

per r <^b si scrivono pure colla stessa cifra nelle unità semplici come r'; cosi ab- 
biamo p.es. nel sistemaabaseb= 11; (b—2)«=74e(b+ 2)«= 144;(b—l)«= 91 
e(b+l)«=12l.Nelsistemaabase8;(b-f 3)« = 17le(b— 3)«=3l;(b+4)" = 220 
e(b — 4)« = 20. 

Inoltre osserviamo che in tutti i sistemi b' si scrive 100 ; a partire dal sistema 
ternario in tutti i sistemi (b rf- 1)> si scrive 121 ; a partire dal sistema a base b = 5 
in tutti i sistemi (b -|- 2)^ si scrive 144 e (2 b -f- 1)' si scrive 441 ; a partire dal si- 
stema a base 10 in tutti i sistemi (b -|- 3)> si scrive 169 e (3b'-|- l)*si scrive 961; 
i tutti i sistemi (b — 1)> si scrive con 2 cifre: quella al posto delle unità èie 
l'altra a sua sinistra è (b — 2); in tutti i sistemi a partire dal sistema a base b ==4 
(b — 2)' si scrive con due cifre: quella al posto delle unità è 4, e l'altra è (b — 4); 
in tutti i sistemi a partire dal sistema declinale (b — 3)> si scrife con due cifre: 9 al 
posto delle unità e^ (b — 6) alla sua sinistra ecc. ecc. 



metrìa si spiega dal fatto che ( —- — ri e ( — -f* ' J essendo b pari per r <[— si 
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Altre analogie si troverebbero ancora estendendo un pò la tavola à numeri 
n^ 12 e per basi b}> 12; qui se ne sono fatte notare quelle soltanto che mag- 
giormente saltano agli occhi 

Tavola IL Dei cubi. 

Nel sistema numerico decimale sappiamo che il cubo d* un numero intero può 
terminare per una qualunque delle 10 cifre di cui il sistema stesso dispone, cioè per 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0,; per modo che in questo sistema non si può giudicare dalla 
cifra al posto delle unità semplici, se un numero proposto possa o meno essere cubo 
d'un altro numero. 

Consultando poi la nostra tavola vediamo che lo stesso si verifica anche pei 
sistemi a base b == 2, 8, 5, 6, 10, 11 cioè in tutti questi ultimi sistemi il cubo d'un 
numero può terminare per una cifra qualunque al posto delle unità e tale cifra non 
dà quindi nessun indizio per riconoscere, se un numero proposto possa o meno essere 
cubo d'un altro numero. Osservando invece i cubi scritti nei sistemi d'altra base 
troviamo quanto segue: 

Nel sistema a base 4 i cubi finiscono tutti per 0, per 1, o per 3 è esclusa quindi la 

cifra 2 
id. id. 7 id. id. 0, 1, 6 sono escluse quindi le 

cifre 2, 3, 4, 5 
id. idL 8 idL id. 0, 1, 3, 5, 7 sono escluse quindi le 

cifre 2, 4, 6 
id. id. 9 id. id. 0,1,8 sono escluse quindi le 

cifre 2, 3, 4, 5, 6, 7 
id. id. 12 id. id. qualunque cifra salvo le cifre 2 ed a. 

Vediamo adunque che scrivendo i numeri in uno dei sistemi a base b = 4, 7, 
8, 9, 12 anche pei cubi si possono stabilire dei crìterì, dirò così di riconoscimento, 
analogamente a quanto si trovò nella tavola dei quadrati; voglio dire che in questi 
sistemi si può pure riconoscere dalla cifra al posto delle unità d'un numero proposto 
se quel numero possa o meno essere cubo d' un altro numero. À tale proposito os- 
serviamo che per questa ricerca i sistemi di numerazione più convenienti fra i sistemi 
presi in considerazione sarebbero quelli a base b = 7 eb = 9 e quest'ultimo poi il 
più conveniente fra tutti i sistemi suddetti, in quanto che possiamo affermare che in 
questo sistema il cubo d' un numero termina necessariamente per una delle tre cifre 
seguenti 0, 1, 8. Anche qui possiamo enunciare tale verità in tesi generale per il 
cubo d'un numero qualunque per ragioni afiGatto analoghe a quelle che ci permisero 
di giungere a simile conclusione relativamente al quadrato d'un numero qualunque; 
anche qui essendo N = (m.9-|-n)edn<^9è evidente che N^ ed n^ si scrivono colla 
medesima cifra al posto delle unità. 

Confrontando poi tra loro le due tavole si osservano dei quadrati nell'una che 
si scrivono come dei cubi nell' altra p. es. : 

perb = 2 troviamo il quadrato di otto = 1000000 ed il cubo di quattro = 1000000 

perb = 3 id. id. = 2101 id. id. = 2101 

perb = 4 id id. = 1000 id. id. = 1000 

perb = 5 id. id. = 224 id. id. = 224 

perb = 6 id. id. = 144 id. id. = 144 

perb = 7 id. id. =121 id. id. = 121 

perb = 8 id. id. = 100 id. id. = 100 

6* 
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e coù aTTiene in tatti gli altri «stemi per il qnadnfc) di ottoe per il eiibo di quattro, 
il che ed q;>iegE dal fiitto che (2 *)' ^=: (2 >) % relaadone afhtto iiidi])endenie dalla seelts 
della base. Ma ciò si verificherebbe nataralmente per tatti i nuBMh (n=:a>) mAìm 
tavola dei quadrati, e pei numeri (n ^= a') nella tavola dei cubi, ossendo in generale 
(a«)» = (a«)«. 

Da un* ulteriore ispezione della tavola dei cubi ci risulta nncora un &tto che 
si apiega dal teorema seguente di &cilissinia dimostrazione : In im Histemadinume- 
razione a ba»; b i numeri (I) — r)* e (b + r)* per r <^b termìntino o per zero o per 
cifre «complimentari* vale a dire tali die funa è il compleuiento aritmetico del* 
Faltra (vedi cap. VII); lo stesso avviene puredeinumeri (mb — r)"ed(mb4'i!)' P^' 

m intero e<l r^b; avviene ancora, essendo p^=-—^=r numero intero^ dei numeri 
I- r) «(■r + '^l par (r<—j, e finalmente anche dui numeri 1— — ri e 



(f+.-r 



per r 



In£Eitti: 



(b — r)» =b» — 3rb« +8r»b — r»\ 

(b + r)» =b» -f-8rb« +8r«b +r»/(^) 

(mb — r)» ^m»b» — Sm«rb»-f-3mr«b— r»\ 

(mb-f-r)» =m»b» +Sm«rb«-f 8mr«b4-r»/(2) 

Essendo p== — = nmn.iut(-| — r)' = 8p«b — 3prb +»«b — r»| 

rb ^» K^) 

i4 id. It+0 =*P*^ +3prb +»«b -fr« 



f 



(2b ^' \ 

y — r) =34p»b— laprb -|-2r»b — r» 

id. idi (y + O'^^^^P*^'^^^^^ 4-2r»b -fr' 



m 



Che questi numeri b'rmìnino a 2 a 2 rispettìvamiente o per zero o per ei£re 
complemesatari risulti dal fatto, che sommandoli a 2 a 2 s'ottengOiBO dei multipli 
di b il che diiaostra appuntc^ il teoroma come segue: |Chiamando con pi e p^ lìspeA- 
tìvamente le cifre al posto delle unità nei 2 numeri considerati N, e Ng, e se 
8ÌhaNi=^nib4-pi eN, = n2b-|-pg; essendo 0<pi <;bs O^p^^baarà 
0<lpi +p8 <C^b(l)' ^ quindi si ha Ni ^-^s'^^^y ba>^ neoeascunammie 
f%-\'fi%^=nh.(JL)ìaL qoale è incampatibile con (1) ove non aia pi 4* Pi ^=^^ ^^ ^ 
aiguifica che le ciGre pi e p^ sono Tuna il compleuiento aritmetico deU^ altra; che ae 
pi = 0, sarà anche pa -= 0, altrimenti non sassiuteiebbe la K| -f- ^s = ^h» eom» 
si voleva dimctstrare. 

In relazione a questi) teoi'ema troviamo umilia tavola dei cubi pev b^=5, 
(2b — 2)3 = 4022,(2b-[-2)"=2a403e8sendo2 +3=ha8e; perb=ll»(b— 1)8 = 
= 82a; (b + 1)8 = 13nl esHcndo a -f 1 = bwe ec«i. eoe 

Per b = 9 si ha (A„iy = 8, (^ f l)"=- 71 essendo 8 + Intese 
Perb=9 8iha(^— SJ =80,e(Y + ^j =1000ewjndo8+l = baM 
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Peirb = 9 8iha(y — 4)^ = 8;(Y + 4)*=i83teMendot4-l==bUi. 

Lo stesso si verificherebbe naturalmente anche per b^=18, 27, 36 ecc. ed in 
generale per qualunque base multipla del 9. 

Inoltre osserviamo che in tutti i sistemi b^ si scrive 1000 
a partire dal sistema a base b = 4 in tutti i sistemi (b -f- 1)^ si scrive 1381 

id. id. b = 4 id. (b — 1)* id. con 3 cifre la 

media delle quali è il 2, a sua destra c'è la cifra (b — 1) ed alla sinistra (b — 3) ecc- 

Anche a proposito di questa tavola si potrebbero facilmente dedurre altre 
analogie estendendola a numeri n^dodid ed a basi b^ dodici e non ne fìirono 
presentate che quelle soltanto che erano di maggiore evidenza. 

Tavola III e IV. Dei numeri primi. 

Già neir aritmetica comune s'insegna che eccettuati i numeri 2 e 3 i numeri 
primi sono tutti della forma (6 n ± 1) e lo si dimostra brevemente così: Dividendo un 
nuzBefo intero per 6 non si può ottenere per resto che un niuBiero r <^ 6, per cui if 
resti possibili sono 0, 1, 2, 3, 4, 5 ; ora se il dividendo proposto è un numero primo 
diviso per 6 non può dare né 0, né 2, ne 3 ne 4 per resto. Poiché nel 1 ^ caso sarebbe 
divisibile per 6, nel 2® e nel 4® per 2, nel 3^^ per 3, e quindi non potrebbe esser 
numero primo; restano adunque soltanto possibili i resti 1 e 5^ il che equivale a dire 
che, affinché un numero N sia primo é neeessario che sia o della forma N = 6 n -f- ^ 
o della forma N^^ 6 n-|- 5, le quali due forme possono evidentismente raccogliersi in 
una formola unica N= 6n ± 1. Del resto é &cile accorgersi, esser ben vero che 
tale condizione è necessaria afSnehè N sia i»rimo; ma che non è punto sufficiente 
in generale; poiché assumendo nella formai N = 6n4-^; P- es. (n = 5m) si ha 
N = 5 (6m + 1) dunque N multiplo di 5. 

Nella L tavola dei numeri primi scritti in base sei tale condizione necessaria 
la si vede ilhutrata, trovandovi eaelusivamente dei noimeri tcnauuuiti m t o in 5. 

Nulla impedirebbe naturalmente di stabilire un'altra formola generale pei 
numeri primi ricorrendo ad altro divisore fisso che non sia il 6 come nella formola 
precedente; poiché con ragionamenti analoghi si verrebbero ad escludere tutti quei 
resti che appalesano essere il numero N evidentemente divisibile in generale per un 
certo divisore e non ne rimarrebbero in tal modo che quelli, i quali possono appar- 
tenere a numeri primi; solo che adoperando altri divisori fissi la formola generale 
risultante pei numeri primi non riescirebbe semplicemente biforme come quella più 
sopra trovata; ma sarebbe in quella vece in generale multiforme. 

Bagionando a cagiono d'esempio col divisore fisso dodici si potrebbe dire: Af<^ 
finché un numero N proposto sia primo è necessario (ma non sufficiente come sopra) 
che diviso per dodici dia per resto^ o1o5o7ob; poiché se in quella vece desse 
per resto uno dei numeri 0, 2, 3, 4, 6, 8^ 9, a il numero N non sarebbe primo, ma 
sarebbe rispettivamente divisibile per dodici, per 2, 3, 4, 6, 4, 3, 2. 

Nella IL tavola dei nimieri primi scritti in base dodici, tale condizione nefOf- 
saria lasi vede illustrata, trovandovi esclusivamente dei numeri terminanti in 1, 5, 7 o k 
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XIIL Decomposizione d'im numero nei suoi fattori primi. 

Anche qaesta come tutte le suocesaÌTe ricerche si fanno tatte secondo lo stesso 
metodo usato nell' aritmetica comune, non solo, ma anche oonserrando persino la 
medesima disposizione grafica dei calcoli corrispondentL Scegliamo p. e. il sistema 
a base dodicL 



82b60 : 


~2«.3«.5.b.l5; 


39a00 


— 2».3».5«.b; 


b830 


— 2«.3».b.l5 
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bbla— 2.b.661 
Infatti: 
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5b6b 
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661 


(661\3-(937Xo- 
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— num. primo 







XIV. Ricerca di tutti i divisori d'un numero. 

Numero dei divisori. 



32b60 = 2^38.5.b.l5 

1, 2, 2«, 2» 
lv3, 3» 
1,5 
l,b 
1, 15 



Ilnumero di tutìdi divisori di 32b60 =2«.3*. 5. b. 15 si for- 
ma col prodotto (34.1) (24.1) (1+1) (1+1) (1+1)= 
= 4.3.2.2. 2 = (80X2 =(96)10. 
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1, 2, 2«, 2» 

3, 3.2, 3.2», 3.2« 

38,32.2, 3«.2«, 3».2» 

5, 5.2, 5.2«, 5.2» 

5.3, 5.3.2, 5.3.2», 5.3.2« 

5.3», 5.3«.2, 5.3».2«, 5.3».2« 



b, b.2,b.2», b.28 

b.3, b.3.2, b.3.2», b.3.2» 

b.3», b.3».2, b.3».2», b.3».2» 

b.5, b.5.2, b.5.2», b.5.2« 

b.5.3, b.5. 3. 2, b.5. 3. 2», b.5.3.2« 

b.5.3», b.5.3«.2, b.5.3«.2», b.5.3».2« 



15, 15.2, 15.2», 15.2», 15.3, 15.3.2, 15.3.2», 15.3.2», 15.3», 15.3».2 



1 



15.b.5.3.2»,15.b.5,3,2»,15.b.5.3»,16.b.5.8«.2,16.b.5.8»2»,15.b.6.3».2 
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Del resto a tale ricerca si può dare anche un' altra disposizione grafica, forse 
più opportuna nei calcoli p. es. si tratti del numero b830 scritto in base dodici 

1 
b830 2 
5al6 2, 2» 
2b09 3, 3.2,3.2» 
b83 3, 3», 3«.2, 3». 2» 
3a9 3, 3», 3».2, 33.2» 

137 b, b.2, b.28, b.3, b.3.2, b.3.2«, b.3a,b.3«.2,b.3«.2«,b.3«, b.33.2,b.3».2» 
15 15, 15.2, 15.2», 15.3, 15.3.2, 15.3.2», 15.3», 15.3».2, 15.3«.2», 15.3», 
15.33.2, 15.33.2», 15.b, 15.b.2, 15.b.2», 15.b.3, 15.b.3.2, 15.b.3.2», 
15.b.3», 15.b.3».2, 15.b.3a.2», 15.b.33, 15.b.33.2, 15.b.33.2» 

Anche con questo procedimento prendendo i fattori primi ciascuno una volta sola 
e scrivendovi anche il fattore, primo 1 si ottengono tutti i divisori del numero proposto. 
In&tti troviamo anche qui che il numero di tutti i divisori di b830 = 2».33.b.l5 è 
uguale al prodotto (2 + 1) (3 + 1) (1 -f 1) (1 -f 1) = 3.4.2.2 =(40)ig =(48Xo. 

k completare queste ultime ricerche s^ aggiunge qui una tavola dei numeri non 
primi estesa agli stessi limiti come le precedenti tavole sui numeri primi, cioè da 
1 a 500. Questa tavola dà immediatamente i numeri decomposti nei loro fattori primi, 
e per ciascun numero si trova pure indicato in apposita colonna il numero dei suoi 
divisori. — Per semplicità i numeri vi sono scritti tutti in base dieci — Quando 
nella colonna suddetta troviamo un carattere distintOi ciò significa che il numero n 
cui si riferisce, è il minor numero che abbia quel certo numero di divisori Così p. e. 
120 è il minor numero che abbia 16 divisori — Questa tavola può servire da intro- 
duzione al capitolo seguente, che s'occupa precisamente di simile ricerca; d'altronde 
la tavola considerata in se stessa non manca forse di qualche pratica utilità. 
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Tavola dei numeri non primi da 1 a 500 

loro fitUori primi, e numero dei loro dioiaori. 
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4^2» 


3 


49 = 7« 


3 


90 = 2. 3«.5 


12 


129 — 3.43 


4 


6 = 2.8 


4 


50 — 2.58 


6 


91 — 7.13 


4 


130 — 2.5.13 


8 


8 — 2» 


4 


51 — 3.17 


4 


92 — 2».23 


6 


132 — 2«.3.11 


12 


9 — 3» 


3 


52 — 2«.13 


6 


93 — 3.31 


4 


133 — 7.19 


4 


10 — 2.5 


4 


54 — 2.3» 


8 


94=2.47 


4 


134 — 2.67 


4 


12 — 22.3 


6 


55 = 5.11 


4 


95 — 5.19 


4 


135 — 3».5 


« 


14 = 2.7 


4 


56 — 28.7 


8 


96 = 26.3 


12 


136 — 2».17 


8 


15 — 3.5 


4 


57 — 3.19 


4 


98-2.7» 


6 


138 — 2.3.23 


^ 


16=- 2* 


5 


58 — 2.20 


4 


99 — 3».ll 


6 


140 — 2».5.7 


12' 


18 = 2. 3« 


6 


60 = 2«.3.5 


12 


100 — 2».5» 


9 


141 — 3.47 


4 


20 — 2*.5 


6 


62 — 2.31 


4 


102 — 2.8.17 


8 


142 — 2.71 


4: 


21=^=3.7 


4 


63 — 3».7 


6 


104-r2».13 


8 


143 — 11.13 


4 


22—2.11 


4 


64 — 2« 


7 


105 — 3.5.7 


8 


144 — 2*.3» 


15 


24 — 23.3 


8 


65-^5.13 


4 


106 — 2.53 


4 
12 


145—5.29 


4 


25—5» 


3 


66 — 2.3.11 


8 


108 — 2».33 


146 — 2.73 


4 


26 — 2.13 


4 


68 — 2M7 


6 


110 — 2.5.11 


8 


147 — 3.7» 


6 


27-3» 


4 


69 — 3.23 


4 


111 — 3.37 


4 


148 — 2».37 


6 


28 — 2».7 


6 


70 — 2.5.7 


8 


112 — 2*.7 


10 


150 — 2.3.5» 


12 


30 — 2.3.5 


8 


72 — 2«.38 


12 


114 — 2.3.19 


8 


152 — 2».19 


8 


32 — 26 


6 


74 — 2.37 


4 


115 — 5.23 


4 


153 — 3».17 


6 


33 — 3.11 


4 


75-3.5» 


6 


116 — 2».29 


6 


154 — 2.7.11 


8 


34 — 2.17 


4 


76 — 2«.19 


6 


117 — 3».13 


6 


155 — 5.31 


4 


35 — 5.7 


4 


77 — 7.11 


4 


118 — 2.59 


4 


156 — 2».3.13 


12 


36 — 2«.3« 


9 


78 — 2.3.13 


8 


119 — 7.17 


4 


158 — 2.79 


4 


38 — 2.19 


4 


80 — 2*.5 


10 


120 — 2».3.5 


16 


159 — 3.53 


4 


39 — 3.13 


4 


81 — 3* 


5 


121 — 11» 


3 


160 — 26.5 


12 


40 — 2«.5 


8 


82 — 2.41 


4 


122 — 2.61 


4 


161 — 7.23 


4 


42 — 2.3.7 


8 


84 — 2«.3.7 


12 


123 — 3.41 


4 


162 — 2.3* 


10 


44 — 2«.ll 


6 


85—5.17 


4 


124 — 2».31 


6 


164 — 2«.41 


6 


45 — 3«.5 


6 


86 — 2.43 


4 


125 — 5» 


4 


165 — 3.5.11 


8 


46 — 2.28 


4 


87 — 3.29 


4 


126 — 2.3».7 


12 


166 — 2.83 


4 


48 — 2*.3 


10 


88 — 28.11 


8 


128 — 27 


8 


168 — 28.3.7 


16 



49 



'■r ^ m ^— ^^^ 



n 


3 
1 


n 


1 

S 

• 

1 


n 


:3 
•9 

i 


n 
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169 — 13» 


3 


210 — 2.3.5.7 


16 


252 — 2«.3«.7 


18 


29.6 — 28.37 


8 


170 — 2.5.17 


8 


212 — 2«.53 


6 


253 — 11.23 


4 


297-38.11 


8 


171 — 3».19 

é 


6 


213 — 3.71 


4 


264—2.127 


4 


298—2.149 


4 


172 — 2 «.43 


6 


214 — 2.107 


4 


255 — 3.5.17 


8 


299 — 13.23 


4 


174 — 2.3.29 

1 


8 


215 — 5.43 


4 


266 — 2» 


9 


300 — 28.3.58 


18 


175 — 5».7 


6 


216 — 2».33 


16 


258 — 2.3.43 


8 


301 — 7.47 


4 


176 — 2*.ll 

1 


10 


217 — 7.31 


4 


259 — 7,37 


4 


302 — 2.151 


4 


177 — 3.59 

1 


4 


218 — 2.109 


4 


260-28.5.13 


^2 


303 — 3.101 


4 


178 — 2.89 

• 


4 


219 — 3.73 


4 


261— 3«.29 


6 


304 — 2*. 19 


10 


,190 — 22.3».5 


18 


220 — 2».5.11 


12 


262 — 2.131 


4 


305 — 5.61 


4 


182 — 2.7.13 


8 


221 — 13.17 


4 


264 — 28.3.11 


16 


306 — 2.38.17 


.12 


183 — 3.61 


4 


222 — 2.3.37 


8 


265 — 5.53 


4 


308 — 28.7.11 


12 


184 — 28.23 


8 


224 — 25.7 


12 


268 — 22.67 


6 


309-3.113 


, 4 


135 — 5.37 


4 


225 — 3«.5a 


9 


270 — 2.38.5 


^6 


310 — 2.5.31 


8 


186 — 2.3.31 


8 


226 — 2.113 


4 


272 — 2*.17 


10 


312 — 28.3.13 


16 


187 — 11.17 


4 


228 — 2«.3.17 


12 


273—3.7.13 


8 


314 — 2.157 


4 


188 --29. 47 


6 


230 — 2.5.23 


8 


274 — 2.137 


4 


315 — 38.5.7 


12 


189 — 3». 7 


8 


231 — 3.7.11 


8 


275 — 58.11 


6 


316 — 28.79 


6 


190 — 2.5.19 


8 


232 — 23.29 


8 


276 — 28.3.23 


^2 


318 — 2.3.53 


8 


192— 2«.3 


u 


234 — 2.3«.13 


12 


278 — 2.139 


4 


,319 — 11.29 


4 


194 — 2.97 


4 


235 — 5.47 


4 


279-32.31 


6 


i320 — 2».$ 


14 


195 — 3.5.13 


8 


236 — 22.59 


6 


280 — 28.5.7 


16 


321 — 3.107 


4 


196 — 2«.78 


9 


237 — 3.79 


4 


282 — 2.3.47 


8 


322 — 2.7.23 


8 


198 — 2.3».ll 


^2 


238 — 2.7.17 


8 


284—22.71 


6 


323—17.19 

1 


4 


200 — 2».5» 


12 


240 — 2*.3.5 


20 


285 — 3.5.19 


8 


324 — 28.3* 


15 


201—3.67 


4 


242 — 2.118 


6 


286 — 2.11.13 


8 


325 — 58.13 


6 


202 — 2.101 

1 


4 


243 — 35 


6 


287 — 7.41 


4 


326 — 2.163 


* 

4 


203—7.29 


4 


244 — 2«.61 


6 


288 — 26.38 


18 


327 — 3.109 


4 


204 — 2«.3.17 


12 


245-^5.7» 


6 


289=172 


3 


328—28.41 


8 


205 — 5.41 


4 


246 — 2.3.41 


8 


290 — 2.5.29 


8 


329 — 7.47 


4 


206 — 2.53 


4 


247 — 13.19 


4 


291 — 3.97 


4 


330 — 2.3.5.11 


16 


207 — 3«.23 


6 


248 — 28.31 


8 


292 — 22.73 


6 


332 — 28.83 


6 


208 — 2*.13 


IP 


249 — 8.83 


4 


294 — 2.3.78 


12 


333 — 32.37 


6 


209 — 11.19 


4 

• 


250-2.5» 


8 


295 — 5.59 


4 


334—2.167 


4 
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835 — 5.67 


4 


877 — 18.29 


4 


417 — 3.189 


4 


459 = 3».17 


8 


336— 2*.3.7 


20 


378 = 2. 8».7 


16 


418 = 2.11.19 


8 


460 — 2«.6.23 


12 


339 — 3.113 


4 


380 — 2«.5.19 


16 


420 = 22.3.5.7 


24 


462 = 2.3.7.11 


16 


340 — 2».5.17 


12 


381 — 8.127 


4 


422 — 2.211 


4 


464 — 2*.29 


10 


341—11.31 


4 


882 — 2.191 


4 


423 — 32.47 


6 


465—8.5.31 


8 


342 — 2.3».19 


12 


884 — 2^3 


16 


424 — 2».53 


8 


466 — 2.283 


4 


343 — 7» 


4 


385 — 5.7.11 


8 


425 — 52.17 


6 


468 — 2».32.13 


18 


344 — 28.43 


8 


886 — 2.193 


4 


426 — 2.3.71 


8 


469 = 7.67 


1 


345 — 8.5.23 


8 


887 — 3«.43 


6 


427 — 7.61 


4 


470 — 2.5.47 


8 


346 — 2.173 


4 


888 — 2«.97 


6 


428 — 22.107 


6 


471—3.157 


4 

1 


348--2«.8.29 


12 


890 — 2.3.5.13 


16 


429 — 3.11.13 


8 


472 — 28.59 


8 


350 — 2.5«.7 


12 


391 — 17.23 


4 


480 — 2.5.43 


8 


473 — 11.43 


4 


351— 3M3 


8 


392 — 2».7» 


12 


432 — 2*.33 


20 


474 — 2.3.79 


8 


352 — 2M1 


12 


398 — 3.131 


4 


434 — 2.7.31 


8 


475 — 52.19 


« 


354—2.3.59 


8 


894 — 2.197 


4 


485 — 3.5.29 


8 


476 — 22.7.17 


12 


355 — 5.71 


4 


395 — 5.79 


4 


436 — 22.109 


6 


478 = 2.239 


4 


356 — 2«.89 


6 


396 — 2».8».ll 


18 


437 — 19.23 


4 


480 — 26.3.5 


24 


857 — 3.7.17 


8 


898 — 2.199 


4 


438 = 2.8.73 


8 


481 — 13.37 


4 


358 — 2.179 


4 


399—3.7.19 


8 


440 — 28.5.11 


16 


482 — 2.241 


4 


360 — 2».3«.5 


24 


400 — 2*.5» 


15 


441 — 82.72 


9 


483 — 3.7.23 


8 


361-19» 


3 


402 --2.3.67 


8 


442 — 2.13.17 


8 


484 — 22.112 


9 


362 — 2.181 


4 


403—18.31 


4 


444 — 22.3.37 


12 


485 — 5.97 


4 


363 — 3.112 


6 


404 — 22.101 


6 


445 — 5.89 


4 


486 — 2.36 


12 


364 — 2».7.13 


12 


405 = 3*. 5 


10 


446 — 2.223 


4 


488 — 28.61 


8 


365 — 5.73 


4 


406 — 2.7.29 


8 


447 — 3.149 


4 


489 — 3.163 


4 


366 — 2.3.61 


8 


407 — 11.37 


4 


448 — 28.7 


14 


490 — 2.5.72 


12 


368 — 2*.23 


10 


408 — 23.3.17 


16 


450 — 2.82.52 


18 


492 — 22.3.41 


12 


369 — 32.41 


6 


410 — 2.5.41 


8 


451 — 11.41 


4 


493 — 17.29 


4 


370 — 2.5.37 


8 


411 — 3.137 


4 

1 


452 = 22.113 

1 


6 


494 — 2.13.19 


8 


371 — 7.53 


4 


412 — 22.103 


1 
6. 


453 — 3.151 


4 


495 — 32.5.11 


12 


372 — 2«.3.31 


12 


413 — 7.59 


4 


454 — 2.227 


4 


496 — 2*.31 


10 


374 — 2.11.17 


8 


414 — 2.32.23 


12 


455 — 5.7.13 


8 


497 — 7.71 


4 


875 — 8.5» 


8 


415 — 5.83 


4 


456 — 28.3.19 


16 


498 — 2.8.83 


8 


376 — 2».47 


8 


416 — 2M8 


12 

1 


458 — 2.229 


4 


500 — 2».68 

■ 
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SI 

XV. Ricerca del minor numero, che abbia un numero 

dato di divisori. 

Il minor numero che abbia 2 diyisori è: 2, in cui i divisori sono te 2; 

in&tti 1 non ha che 1 divisore 
id. id. 3 id. 2», in cui i divisori sono 1, 2 e 2*; 

infatti 2 e 3 non hanno che 2 divisori 
id. id. 4 ' id. 2.3, in cui i divisori sono 1, 2, 3, 2.3; 

infatti 5 non ha che 2 divisori 
D minor numero avente più di 4 (e precisamente 6) divisori è: 2*. 3, in cui i divisori 

sono 1, 2, 28, 3, 2.3, 2*. 3; per n<::^2«.3 vi sono al più 4 divisori. 
Consultando poi i successivi termini della serie naturali dei numeri si riscon- 
trano poi fino al termine 2^.3 (escluso) sempre di quelli che hanno tutt'al più 6 
divisori e quindi: 
Il minor numero che abbia più di 6 (e precisamente 8) divisori è: il doppio di dodici 

cioè 23.3 i cui divisori sono: 1, 2, 3, 2», 2.3, 2», 28.3, 28.3 
cosi si troverebbe il minor numero che abbia 9 divisori è il triplo di dodici cioè 2^.S^ 

i cui divisori sono: 1, 2, 3, 2», 2.3, 3», 2«.3, 2.3«, 22.3» 
così si troverebbe il minor numero che abbia dieci divisori è il quadruplo di dodici 

cioè: 2*.3 i cui divisori sono 1, 2, 3, 2«, 2.3, 2», 22.3, 2*, 28.3, 2*.3 
cosi si troverebbe il minor numero che abbia più di 10 (e precisameuttì; 12) divisori 
è il quintuplo di dodici cioè: 28.3.5 i cui divisori sono: 1, 2, 3, 284 5,^-2.3, 2.5, 
28.3, 3.5, 28.5, 2.3.5, 28.3.5 ecc. 

Vediamo adunque che formandosi una tavola come quella esposta pilir sopra, 
nella quale si leggessero i successivi termini della serie naturale dei numeri e dascuno 
dei medesimi vi si trovasse decomposto nei suoi fattori primi, la risoluzione del pre- 
sente problema non richiederebbe che una semplice ispezione di detta tavola. 

Del resto vediamo già che per la risoluzione di tale problema si tratta di com- 
binare assieme in un prodotto i più piccoli fattori possibili; applicando al maggior 
d^essi il minimo esponente possibile ed al minor fattore il massimo esponente 
possibile, per modo che il prodotto risultante sia il minor numero che abbia il richiesto 
numero di divisori. Diamo qui alcuni esempi particolari, che mostreranno, come in 
pratica si possa risolvere questo problema non potendosi servire della tavola suac- 
cennata, mentre in generale non ammette soluzione metodica. 
I. Si voglia trovare il minor numero avente sedici divisori. 
Formiamone intanto uno a caso p. es. : 2 8. 5 8; è chiaro, che il prodotto di 2 cubi 
diversi qualunque avrà pure come quello prescielto sedici divisori; quindi lo si rende 
tosto minore, sostituendovi invece 28.38^=2.3.28,38. È però ancora evidente, che 
se a questo numero sostituissi un altro qualunqiie, purché formato dal prodotto di 
quattro fattori difiPerenti, il numero così ottenuto avrebbe ancora per lo meno 
sedici divisori e scegliendo a tale uopo i quattro più piccoli numeri successivi 2, 3, 4, 5 
s'avrà il numero 2.3.4.5 <; 28.33 perchè 5<;38; onde 2.3.4.5 = 28.3.5 =dieci 
volte dodici è il minor numero che abbia più di 12 (e precisamente 16) divisori 
IL Analogamente si troverebbe che il minor numero che abbia più di 16 (eprecitò- 
mente 18) divisori è 28.38.5 ^= quindici volte dodici 

7* 
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ni. Analoffamente si troyerebbe che il minor numero che abbia pia di 18 (e preci- 
samente 2fO) diyisóìi è 2*.3.5 ^= venti volte dodici 
lY. Analogamente si troverebbe che il tùnor ntuàéro che abbia più di 20 (e preci- 
samente 24) divisori è 2<'.d>.5 =trenta volte dodici 
y. Analogamente si tiroverèbbe che il minor numero che at>bia più di 06 (e preci- 
samente 40) divisori è 2^.5.7 = centoquaranta volte dodid 
Da questi pochi esempi risulta già che se il numero richièsto di divisori non 
è primo, giova decomporlo nel maggior numero di &ttori (e quindi possibilmente 
picdoU) ed appliciù^ ciascuno d' essi diminuito di 1 quale esponente ad nna base 
possibilmente piccola e coli' ulteriore avvertenza di applicare gli esponenti maggiori 
alle basi mìinori e discendere cosi gradatamente per arrivare poscSbilmente cogli 
espónenti minori alle basi maggiori. Che se invéce il numero richiesto di divisori 
fosse primo, Io si aumenti di 1 unii& e si o|>eri come nel caso precedente; cosi p. es. 
volendo trovare il minor numero avente 17 divisori di ceitehì il minor numero che 
ne ha 18; quello stesso numero risolve anche il problema. Ed in generale òVe il 
numero di divisori richiesto sia piuttosto :forte e non si possa decomporre in '&ttori 
convenientemente piccoli, giova aumentare quel numero di alcune poche unità, di 
tante cioè, quante bastano, per ottenere \m numiero decomponibile in più attori ab- 
bastanza piccoli che sieno possibilmente 2, 3, 5 ecc. ; così invece di cercare il minor 
numero che ha 21 divisori essendo 21 = 3.7, si ceirca invece il minor numero clie 
abbia (21 + 3 = 24) divisori, essendo 24 := 2^.8; qùesV ultimo numero risolve evi- 
dentemente il problema, poiché occupandoci esclusivamente della ricerca dèi numero 
avente 21 = 3.7 divisori, si riterrebbe essere 2^.3* il ihinore fra tutti, perchè for- 
mato colle basi minime 2 e 3 ; cosi pel numero di 22 divisori si crederebbe dover 
essere 2^o.3 il minor numero possibile, menlàre 23.3^.5 ha 24 divisori ed è minore 
di ambedue. 

Incidentalmente ricaviamo ancora da questa ricerca che essendo il numerò 
dodici il minor numero che ammétta 'sèi divisòri, questo ulteriore suo pregiò Io fende 
maggiormente atto a servire quale base d'un isistezna di numerazione; abbiamo 
veduto altresi che i inultipTì dèi dodici sono contraddistinti dalla proprielÀ diéfilBére 
in generale i mmori che abbi wo un dato nùmero di divisori. 



XVI. Ricerca del massimo coimm divisore -a due o 

piu numeri dati. 

7. Metodo della decomposizione in fattori primi. 

Esempi scritti in base dodici: 

1) Trovare il massimo comun divisore dei numeri 82b60 e 89a00 

32b60 = 2».32.5.b.l5\ ., .... 

39a00 = 25.38.58.b JMCD = 23.3».5.b=2360 

2) Trovare il massimo comùli divisore dei nùmeri b830 e bbla 



W830 = 2».3».b.l5\ ,. 
bbla=^.b.661 |MCD = 2.b = la 



Si 

3) Trovare il massimo dornim divisóre dèi quattro ntittiefii 3^b60, 39a00, b830, 
bbla. Essendosi scelto quattro numeri, la cui decon[ptfsiiEÌotie in iatfeòii è ^ effet- 
tuata più Bdpra, si trova MCÙ = 2.b =1a. 

IL Metodo delle successive divisioni* 

Adottiamo, per controllo dei risultati, gli stessi eseùipi di prima. 
Esempi scritti in base dodici: 



1) 39a00 
32b60 

6a60 



1 

32b60 
2a460 

4700 


5 
6a60 
4700 

2360 


1 
4700 
4700 




2 

2360 



MCD ^ 2360 come sopra 



2) bbla 
b830 

2aa 



1 


40 


3 


6 


b830 


2aa 


bO 


la 


b74 


290 


bO 




bO 

■ 


la 








MCD = la come sopra 



3) Si pilo trovarlo in due mòdi: 

a) Accoppiando i numeri dati a 2 a 2, si cerchi separatamente il MCB di ciascuna 
coppia ed il MCD dei 2 massimi comuni divisori delle coppie sarà quello doman- 
dato; abbiamo quindi infatti: 

2360 : 1 a -= 130 onde è MCD = la come sopra. 

b) E servendosi dello scHèma consueto abbiamo pure 



b830 
b560 

2:90 



5 
28^60 
2360 





a 
290 





44 


Ib 


bblft 


290 


l'« 


boo 


la 




blb 


bO 




boo 


bO 




la 








32b60, 39a00, b83Ó, bbla 



Mi Ci Di =2360 

Mg ^n^i = 2(90 



MCD=:la 



MCD = la cohio sopra. 



XVII. Ricerca d«l minimo comune multiplo di due o 

più nùtìièri dati. 

/. Metodo della decomposizione in fattori primi. 

Esempi scriMi in base (dodici: 

1) ^Trovate il minimo comune multiplo dei numeri 32(b60 e 3 gradò 
32[b60 = 23.32.5.b.l5\ 
39a00=25.32.52.b 7 

2) Trovare il minimo comune multiplo dei numeri b830 e bbla 
b830 = 2».38.b.l5\ 
bbla = 2.b.61 1 \ *'"• ^^' ™'** = 2».33.b.l5.66t = 6407230 

3) Trovare il minimo comune multiplo dei numeri 4, a, 20 e 21 

4 = 22; a = 2.5: 20 = 28.3; 21 = 5«. 

Min. Oom. mutt. =£i{ 8. 3 .5 2 = 490 



Min. €om. muH. -=2'3'.S»b.15 =^54l»200 



54 



//• Metodo, èervmdm dd MCD già preventivamente trovato. 
&empt scritti in base dodici: 
Adottiamo per controllo dei risaltati precedenti gli stessi esempi di prima. 

1) Min. com. muli -= .^j^r- X 39a00 = -— — - X ^^aOO = 15 X 39a00 = 54b200 

Mxjì) 2360 

d2b60:2860=:15 39a00 
2360 15 

b560 1 7 12 Min. eom. mulL ^ S4b200 come sopra 

b560 39a 

0~ 54b200 

2) Min. com. muli = ...^ X ^830 = — — b830 -- 661 X b830 = 6407230 

mLfD la 

bbla:la=r661 b830 

bO 661 



bl 
bO 


la 
la 



b83 
5al6 
5al6 

6407230 



Min. com. mult. ^ 6407230 coms sopra 







3) Anche qui si possono nsare 2 modi corrispondenti a quanto si è &tto pel MCD 
a) 4, 20 a, 21 



Mi Ci Di =2» 



M2 Cj Dg -^^ 5 



^^ 





2 


42 


20 


40 


20 


2 






Min. com. muli^ =^20 



Min. com. multo ^-^ 42 



8 



Min. com. muH -= 420 come sopra 

. ò; 4, . 20, a, 21 

Mi Ci Mi = 20 



Ma Cjj Mg ^r- aO 



mCM^ 420 come «pr.. ^^-^^^ 

///. Metodo intuitivo, quando si tratti di piò di 2 numeri. 

Si eliminano quegli tra i numeri proposti che sono contenuti per lo meuo in 
uno degli altri; si separano successivamente i fattori comuni a due o più dei numeri 
rimasti, che si dividono per quei fattori comuni, si scrivono i quozienti, si eliminano 
i dividendi e si ripetono queste operazioni sui numeri non cancellati ne separati, 
fino a che non vi sieno più numeri perfettamente contenuti da eliminare, né fattori 
comuni da separare. Il prodotto dei num. rimasti e sep. dà il M. C. M. richiesto. 
Esempio scritto in base dodici: 

• 4 SS a 21 

10 5 I 

Min. com. mult ^ 2 X W X 2t -^ 420 come sopra 

Ragionamento: Cancello il 4 perchè contenuto in 20; separo il 2 che è conte- 
nuto in 20 ed in a, divido questi due numeri per il 2 separato, scrivo i quozienti e 



I 
I 
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cancellò i dividendi; cancello poi ancofa il quoziente 5, perchè conienuto in 21 e mi 
restano i numeri non cancellati 10, 21 e 2 il cui prodotto 10 X ^^ X^'^^^'^O^-^ 
min. com. muli domandato. Si ommette la dimostrazione per brevità e perchè 
facilissima. 



XVIIL Calcolo delle frazioni ordinarie. 



In quanto al calcolo delle frazioni ordinarie, dei numeri fra^tmari e dei 
numeri misti, non yi è nulla da aggiungere pel caso che si scriyano in un sistema 
non decimale, in quanto che questo calcolo si effettua precisamente come quando i 
numeri stessi si scrivessero nel sistema decimale. 

Esempi scritti in base dodici: 

1) Semplificazione delle frazioni e loro riduzione ai minimi termini; estrazione 
degli interi da un numero frazionario ed incorporazione degli interi d'un numero mistp. 



(2) (b) 

b830_5al6_646 

bbl a ~" 5b6b ~" 661 

(10) (6) (b) (5) 
32b60 _ 32b6 _ 65b 71 15 

39a00 ~ 39a0 "~ 778 ' 



(la) 

b830 646 - -mrr^w^ -l'Ai 
rrT-=--— ; la = MCD dei 2 termmi 
bbla 661 

(2360) 

|?^=i|; 2360 = MCD dei 2 termini 
39a00 18 

17 



~84 18 

661 

-— = 661:646 = 1^,^ 

646 646 

3 ^ 1X15 + 3 ^18 
15 15 15 

2) Biduzione di piti frazioni allo stesso denominatore ed al minimo denomi- 
nator comune. 

3 3XaX20X21 _ a500 4, a, 20, 21, 

4 ~~4XaX20X21~~lla80 2 5 
.7 _ 7 X 4 X 20 X 21 _ 9880 

a aX 4 X 20 X 21 ììaSO II ^^' ^^^' niult. dèi denomina- 



5 



5 X4XaX21 



20 20X4XaX21 lla80 
3 3X^XaX20 _ 1800 

21 ~ 21 X 4 X a X 20 "~ llaSO 



2a88 ^^ ^ quindi il minimo comune 

denominatore ^= 
= 20X5X5 = 420 



ce 



4 
_7_ 

a 

b^ 
20 

3^ 
21 



316 
420 
2b0 



420 
a5 

420 
60 

420 



3) Addizione e sottrazione delle frazioni, dei numeri frazionati e dei numeri misti. 



20 •" 20 "^ 20 



I OA OA 



20 



20 



20 






86 



S6 



= 2^— li^=l- 
86 86 86 



_ 816 2b0 jtó ^_ 74b_ S«b 
420 ' 420 ' 420 ^ 420 42« 420 

gj -J 2_ q 60 ^816 2b0 

21 4 a 420 420 480 ~ 



q 60 -606 29a0 

~ 420 420 420 



= 5 



f 



296 
420 



a26 

" 420 
57 

84 



lbt6 
420 



4) MoU^McasfUme e divmone delle fnmoni, dei numeri frazionati e iti 
mmm mieti, 

— Xa~7; — Xb = — =7— ; — X5=-x-=8— 
a^ a a aa'^ 2 2 

^X220-®X2Ò— 3— ^^8' ^b><^7'^T><T = "0<Tr = "92-=^92 

la'' 92' la-^ la' '2 '^~ 2 * '- a' 2Ì'2ù-2Ì^T~^ 

^^3 '^0- 8 -20-^-^' ^•^20-^-2Ò-®>^45 l5 ^45 



^) Jnnaieaiiimto a potenza (p. es. a 2a. eda 3a. potenza) dette frazioni, 
numeri frazionati e dei numeri mieti. 



/78y^78«_ 



4a94 



essendo 78'=: 



c20« = 400 




= 4a94 



4a94 



O'- 

« 


20* 8000 
78» 31^768 


ea^^do 20» — 8000 




[247 ] 


eoe. eoe. 




820 




e 78» — 


940 


— 316768 




868 


1 



316768 J 



6) Estraziotie di radici quadrate e cubiche eeatte delle frazioni, dei numeri 
frazionati e dei numeri mieti. 



V 4a94 _>/4a94_78 
400 ~yf400~^0 



V 



7316768 v'316768 78 



8000 



essendo V4a94 = 78 
e >/400 = 20 



y 8000 



20 



essendo ^316768 = 78 
e y 8000 =20 



7) Eetraaiotìe di radice guatido U solo denominatore dà radice esatta. 
W4aba96 V4aba96 782 



,. 1 



400 



20 



a meno di —, poiché \/4aba96 = 782 a meno di 1 unità 



vV319abh969 V3190bh969 782 -.1 ... «/ o.nnVVn^n non 

V 0/.AA — = ^ KX = -^TTT a meno di—, poiché V3190bb969 = 782 

^ ^^^^ 20 20 20'^ a meno di 1 unità 



8) EstrazUme di radice quando neeeut^ dei termini dà radù^ esatta. 



VaO a ,. 1 



20 

3 

■» ' 

21 



20 X 20 20 



— a meno di— , poiché yftO = ft a meno di 1 unità 



Vè=V 



3X21« ^ V1IO3 10 



21X21 



ìX 



21 



= — - a meno diòT, poiché ^1103 = 10 a meno 



21 



di 1 unità 



. 1 



9) Estrazione di radice offprossitnata a meno di -^ da un numero intero. Sia 
p. es. m = 84, allora l'estrazipne della radice s* intende a meno di ( grj = ( Taa I • 



83 



yllO^^—^^-^^2hQ:%A = Z- a meno di- 

In&tti: 
84»== 5954; 84« X 10 = 59540 



Y^59540 = 250 a meno di 1 unità 



-ITR ^10X84» 165 ^^^ ^ ■ ^19 ,.1 

\I\Q';=-L 1-^^ = =165:84 = 2 — a meno di — 

V ^^ 84 84 84 84 

In&^: 
848 = 376854; 84» X 10 = 3768540 

v/3768540 = 165 a meno di 1 unità 

1 
1 0) Estrazione di radice approssimata a meno di — da una frazione. Calcolare 

p. es. le seguenti radici pel caso che m = 84 cioè a meno di (57} = I tt^à J 

V 20 84 84 84 84 

Inatti: ^,-^5 24b28 ^^^^8 ^^^^ ,. . ... 

842X7;^ = — -^ — =1257— r= 1257 ameno di 1 unita 
^ 20 20 20 



^1257 = 43 a meno di 1 unità 



V 



ll^ VAX 84» 3b .. 1 

^ /-—=== JLJi^i =^~— a meno <u 777 

21 84 84 84 



Infetti: 3 aa8140 ^oqqqI^ kooqo a^ 1 u> 

843>^— = — — — = 52883— = 52883 ameno di 1 unita 



aa8140: 21 = 52883 v'52883 = 3b a meno di ] unità 



XIX. Prove alle operazioni. 

In quanto alle prove sulle operazioni in qualunque sistema numerico si fecciano 
i calcoli, yì si trova sempre un equivalente della prova del 9 dell'aritmetica decimale 
ed è la prova del numero b — 1, se b è la base del sistema, talché pel sistema duo- 
decimale adotteremo la prpva delP undici, che si fera colla medesima speditezza sui 
numeri proposti, come quella del 9 nell' aritmetica comune, È inutile aggiungere 
anche qui, che- ivulla impedisce di adottare qualunque altra prova (cioè mediante i 
resti ottenuti con altro divisore fisso), ma ninna riescirà a nostro avviso nello stesso 
tempo nelle pratiche applicazioni sì spedita e relativamente sì sicura quanto quella 
col divisore (b — 1) e ciò precipuamente per le seguenti ragioni: 

1) ' Biesce più spedita, inquantochè si riduce a determinare la sonmia delle cifre 
dei numeri proposti, sulla quale somma non si & che un' unica divisione per deter- 
minarne il resto ; mentre adoperando un altro divisore, bisogna fere parecchie divi- 
fi 






M 



sioni palliali prima di giniigere al residuo definitiTO, oppure se qael diriaore è tale 
che per la detenninazione del resto definitÌTO ci bastano alcune cifre soltanto di 
ciascuno dei numeri dati, allora quella proya non ci dà alcuna garanzia sull* esattezza 
delle cifre da essa non contemplate; mentre la proya pel dirisore (b — 1) 

2) Riesce più sicura, inquantochè col suo mezzo dobbiamo necessariamente 
passare la rassegna a tutto le cifre de' numeri proposti, fiicendone le somme rispettÌTe. 



Esempi ddla prova ddl' undici sulle operazioni fatte nd sistema duodecimale. 



Addinone 

ab9876 7 

7820 6 

85400 1 

ba987 1 

120000 8 



Sottrazione 

945,ab75 
67,89ab 



Moltiplicazione 

ab,9876 (7) 
0,782 (6) 



1150661 



89a,2186 

Diyisione 
(1) 704458b859 1 ab9876 (7) 



19b7830 
73a5900 

64a8046 

70,4458b30 (9) 



64a8046 

7585453 
73a5900 

19b7535 
19b7530 



7820 (6) 

6X74-3|1 



59 (1) 



Innalzamento a quadrato 

(6) 782 «=41 

94 
54 
2684 

(8) 4aba84 



616 



8|8 



Estrazione di radice quadrata 
(6) >/4abà96 = 782 (6) 



41 



9ba 
994 



6.6 + 3 



2696 
2684 



33 
6 



12(8) 



Innalzamento a cubo 

(6) 0,7828 = 247 

820 

613 ^^^ 

-Air 368 

' I ^ 25480 

7808 



(7) 0,3190bb808 

Estrazione di radice cubica 

(4) V3190bb969 = 782 (6) 
247 



920,bb 
820 
940 
368 



I 



6*7^ 
9 



6.34-8 



22 

4 



2553969 
26480 
7808 



161 (8) 



■ 

I 



Sd 



XX. Calcolo dei numeri complessi nel sistema numerico 

duodecimale. Misure di lunghezza, superficie, volume e 

peso^ Misure di archi e d'angoli. Misura del tempo. 



A. Introduzione. 

Consultando le antiche unità di misura d^ogni specie si yede di leggieri, che 
in buona parte sono riducibili alla base 12; di maniera che per quelle misure, se l 
calcoli relativi ad esse si effettuano non coli' aritmetica decimale, ma con quella che 
riposa sulla base dodici, si semplificano di molto, poiché fungono i sottomultipli di 
dette misure quali frazioni «radicali* delle unità principali, come i sottomultipli del 
sistema metrico decimale rappresentano frazioni „ decimali ' dell'unità corrispondente. 

I. Così sapendo p. es. che una tesa = 6 piedi; 1 piede = 12 pollici; 1 pol- 
lice = 12 linee; 1 linea = 12 punti ecc. esprimendo tali rapporti nel sistema di nu- 
merazione duodecimale, s^ avrebbe semplicemente: 

1 tesa =piedi 6 ì 1 piede=pollici 10^1 poli. = linee 10 ì 1 linea === punti 10 ì 
1 piede = tese 0,2 j 1 poli. = piedi 0,1 1 1 linea = poli. 0,1 j 1 punto = linee 0,1 j 

II. Passando poi alle misure di superficie s'avrebbe p. es. 1 tesa* = 36 piedi 2; 
1 piede 2 = 144 pollici*; 1 pollice* = 144 linee^; 1 linea* =144 punti* ecc. e 
quindi esprimendo tali rapporti nel sistema duodecimale s'avrebbe: 

1 tesa* =piedi* 30^1 piede* =pollici2 100 \1 pollice* = line^* 100^ 
1 piede* = tese* 0,04 f 1 pollice* = piedi* 0,01 f 1 linea* = poli.* 0,01 f 

1 linea = punti* 100^ 
1 punto =: linee* 0,01 j 

III. Per le misure di volume s'avrebbe analogamente 1 tesa* = 216 piedi 3; 
1 piede3=1728 pollici*; 1 pollice* = 1728 linee*; 1 linea* = 1728 punti»; onde 
passando alla numerazione duodecimale scritta s'avrebbe: 

1 tesa* = piedi* 160 il piede» =pollici» 1000^1 pollice» = linee» 1000 
1 piede = tese» 0,008 j 1 pollice » = piedi» 0,001 / 1 linea» = pollici» 0,001 

1 linea» = punti» 1000 \ 
1 punto» = linee» 0,001 J 

lY. Per le misure di peso sapendo che 1 lLbbra= 12 once; 1 oncia == 24 de- 
nari; 1 denaro = 24 grani; si passerebbe facilmente alla numerazione duodecimale 
scritta colle seguenti relazioni: 

1 libbra = oncie 1 ì 1 oncia -= denari 20 ì 1 denaro = grani 20 
1 oncia = libbre 0,1 j 1 denaro = oncie 0,06 ì 1 grano = denari 0^06 

Premesse tali considerazioni noi vediamo facilmente, come al calcolo di numeri 
complessi formati da unità principali e secondarie simili alle precedenti, si possa- 
sostituire nel sistema duodecimale con molta opportunità il calcolo dei numeri radi- 
cali, nella stessa guisa, come nell' aritmetica comune il calcolo delle misure metrico- 
decimali si riduce al calcolo delle frazioni decimali. 

8* 
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B. Addizione. 

Esempio L Si iaroyi la somma delle s^^enti laughezze: 

5 tese, 4 piedi -f- 5 piedi, 9 linee -|- ^ tese, 3 piedi 5 pollici, 9 lineié 

5 tese, 4 piedi, -= piedi 2a 

5 id. 9 linee =: id. 5,09 

6 id. 3 id. 5 poli., 9 id. = id. 33,59 

Somma ==(13 tese, piedi, 6 poli., 6 linee^ o ^= (piedi 66,66)i8 

Somma ^= piedi 66,66 = tese 11, piedi 0, pollici 6, linee 6 
e scritta in base dieci = tese 13, piedi 0, polUci 6, linee 6 

EBempio II. Si sommino i seguenti nnmm esprimenti misure di peso : 
7 libbre, 8 once, 5 denari, 9 grani -f- 2 once, 7 grani + ^ libbre, 8 denari -f 6 libbre, 
5 once, 7 denari, 4 grani 

7 libbre, 8 once, 5 denari, 9 grani == libbre 7,82646 

2 id. 7 id. = id. 0,20036 

9 id. 8 id. = id. 9,04000 

6 id. 5 id. 7 id. 4 id. = id. 6,53620 

Somma (23 libbre, 3 once, 20 denari, 20 granilo =(libbre lb,3a0a0X2 ^ 

Somma = libbre Ib,3a0a0 = libbre Ib, once 3, denari 18, grani 18 

e scritta in base dieci =s libbre 23, once 3, denari 20, grani 20 

Esempio HI. Si efifettoi la seguente addizione, in cui i numeri dati s'intendono 
scritti in base decimale: 

5 giorni, 9 ore, 45 min. -j- 13 g., 17 ore, 50 min. + 27 g., 22 ore, 40 min. 

Si osservino i seguenti rapporti: 

1^ = {20%^ \ \^ = (5O0i2 \ (450io = (0N9)i8 = (0^046X, \ 

lh = (og,06X, / V =(0M2497)i2 /(50')io =(0Na)i8 =(0^,050)^8 / 
(4O0io = (0N8)i 2 = (08^,04)i 8 \ essendo infatti (0,9 X 0,06 = 0,046)i g ; 
(ISOio =(0N3)ia =(0?,016)ia /(0,aX 0,06 = 0,050)i8 ; (0,8 X 0,06 = 0,040X2 

Risoluzione : 



58^, 9^, 45' = 5?,4a6 
138^, 17^ 50' = ll?,8b0 
27«?, 22^ 40' = 238f,b40 



Quindi la somma cercata ammonta a 3b^, 116== 

= 3b8^, 2\ 13', e scritta invece in base dieci essa 

equivale a 47»^, 2^ 15' 
(47J?, 2^15'Xo=(3bM16)l2 J 

Esempio IV. Determinare la somma degli angoli seguenti scritti in base dieci: 
7505O' 5" + 8200' 15' + 96045'30" + 105024' 10", osservando i seguenti rapporti: 



r = (00,02497)i8 
(50')io=(0o,aXa 
(45'Xo=(Oo,9)i, 
(24')io =(00,4972X8 

(lo'Xo =(00,2X2 

(14'Xo =(00,29724X2 J 



1"= (0',02497Xa=(00,0005915343àX» 

(s"Xo= o',i =(00,002497X2 

XlO"Xo= 0',2 =(00,004832X2 

(15"Xo= 0',3 =(00,007249)12 

(30"Xo= 0',6 =(00,012497)12 

(45"Xo= 0',9 =(00,019724X2 
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La somma richiesta è quindi: 

25bo,bbbà7bà = 260«*) a meno di 

> (0 ^0002)ia ed in base dieci = 360 » a meno di 

r 2 y r 1 y . r 

V12V V10368/ 3 



Quindi avremo : 

7^0 50' 5" = 630,a02497 

820 Q/ 15*^ :== 6aO 007249 

960 45' 30" = 800,912497 

1050 24' 10" ^ 890,49ba7b 

(3600 0' 0")io=(25bo,bbbà7bà)iB 

Esempio V. Calcolare il valore complessivo dei seguenti importi di danaro, 
scrittiin base dieci: Lire toscane 3, S. 5, Den. 8, -{- L. 4, S. 15, D. 4 -f- L. 6, S. 10, D. 9 ; 
sapendo che L. 1 =(S. 18)12; S. 1 =(D. 10)121 P^r cui si ha ancora: 

5 S. = (L.0,3)ià \4 S. =(L. 0,2497)12 \1 S. + 1 D. = (L. 0,079724)i2 

1 S. = (L. 0,07249)i2 J 1 D. = (L. 0,007249)i8 / ecc. ecc. 

Bisoluziòne: 

L. 3, S. 5, D. 8 = L. 3,34972 

L. 4, S. 15, D. 4 = L. 4,92497 

L. 6, S. 10, D. 9 = L. 6,65497 



La somma richiesta è quindi 

uguale a L. 12,707249 = 

= L. 12,70 D. 1, = L. 12, 

S. b, D. 9 e scritta in base 

dieci = L. 14, S. 11, D. 9 



Somma = (L 14, S. 11, D. 9)io = (L. 12,707249)i2 

infetti abbiamo : S. 18 X 0,7 = S, b,8 = S. b -|- D. 8, da qui la trasformazione qui 
sopra. 



C. Sottrazione. 

Esempio L Quale è la differenza delle seguenti 2 lunghezze, scritte in base 
dieci: t. 13, pò. 6, 1. 6 e t. 6, p. 3, pò. 5, 1. 9. Bicorrendo ai rapporti più volte ac- 
cennati avremo: 

t. 13, p. 0, pò. 6, 1. 6=piedi 66,66 | Djflf. = p. 33,09 = t. 6, p. 3, 1. 9, 

t. 6, p. 3, pò. 5, 1. 9 = id. 33,59 \ e scritta in base dieci 

Diff. = t. 6, p. 3, pò. 0, 1. 9 = piedi 33,09 ) =*• 6, p. 3, pò. 0, 1. 9 

Esempio IL Si sottraggano i seguenti numeri complessi esprimenti misure di 
peso, scritti in base dieci, ricordando sempre i rapporti citati: Da libbre 23, on. 3, 
d. 20, g. 20, si sottraggano 1. 7, o. 10, d. 5, g. 16. 

L23,o. 3,d.20,g.20 = Ubbrelb,3a0a0 | Diff.= l. 13,57620 = 1. 13, o. 5, 
1. 7,o.lO,d. 5,g.l6= id. 7,a2680 Jd. 13, g. 4 e scritta in base dieci = 



/ U.1U. 



Diff.=l. 15,0. 5,d. 15,g. 4 = libbre 13,57620 j =libbre 15, 0. 5, d. 15, g. 4 

Esempio III. Dal numero complesso 47 giorni, 2 ore, 15 min. si levi il numero: 
41 g., 16 ore, 30 min. Questi numeri s'intendono scritti in base dieci e si vuol cal- 
colare la differenza in base dodici: 



*) Il segno =^ vale: .presaga poco uguale*. 
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g. 47,0. 2, m. 15 =g. 3h,I16;infiitti|o. 2^g.0,l;]iLl5=o.0,3=g.0,016 
g. 41, o. 16, UL 30=g. 35,830 |o.l6=g.0,8;iiL30=o.0,6=g.0,030 



Diff. g. 5, o. 9, UL 45 ^= g. 5,4a6 ^= g. 5, o. 9,9 = g. 5, o. 9, hl 39 = Di£ scritta 
in base dodiei, e acrittft in base decimale la diff. =^ g. 5, o. 9, m. 45. 

Eaempio IV. TroTare il supplemento dell* angolo A = 7 5 ® 4 5M 5", suppoueu-» 
dolo scritto in base dieci 

«=180« 0' (r=: 1 30 • 000000 I 

A= 75« 45' 15''= 63« 907249 |SuppL di A ^ 88o,2b4972 = 88« 12' 39" 

» — A =104» 14' 45"= 88«,2b4972 I 

In&tti sappiamo da quanto precede essere V29724 ^12' 

e d'altronde 0» 019724= 0' 39" 



sommando si ha quindi 0^2b4972 = 12' 39" q. e. d. 
Ed esprimendo il risultato in base dieci rihax — A = 104<^14'45". 

Eseinpio V. Un tale dere Lire tose. 14, S. 11, D. 9, ne paga L 3, S. 5, D. 8; 

quanto deye ancora ? 

L. 14, S. 11, D. 9 = L 12,707249 \ I>eveancoraL.b,379724 = L.b,S.6,D.l 
L. 3,S. 5,D. 8=L. 3,349724 In&tti S. 5, =L.0,3 
. — ^( S.1,D.1=L. 0,079724 

Beato L. 11, S. 6, D. 1 =L b,379724 ) SonunaudT ri ha S. 6. D. 1=1.0.379724 

Quindi quel tale deye ancora il s^uente importo, scritto in base died: L. 11, S. 6, D. 1. 



D. Moltiplicazione. 

tempio L Un rettangolo ha per base la lunghezza di i 5, p. 4, pò. 11, 1. 9 e 
per altezza un tratto rettilineo lungo t 2, p. 5, pò. 10, 1. 11, queste dimensioni 
s'intendono scritto in base dieci; trovarne l'area. 

b = t 5, p. 4, pò. 11, 1. 9 =:p. 2a,b9 ì 

h = t.2.p. 5,po.l0,l. ii==p.i5,ab/^=^-»' = P*C2a,l>9X15,»b)=p«442,5733 



I calcoli fatti qui appresso ri- 
posano sopra i rapporti stabiliti 
in proposito nell'introduzione 
a questo capitolo 



2a,b9 \ 
15,ab 



28098 
251a6 
126a9 
3ab9 



l p.2 442,57:13 



p.«441 = 
= t8 442:30=t« 15, p.» 12 
A = t« 15, p.« 12, po.« 57, L» 33 

e scritto in base dieci si ha 
A = t8 17, p.« 14, po.8 67, l.« 39 



Esempio II. Un parallelepipedo ha per base un rettangolo la cui area è di 
t.' 17, p.* 18, po.s 68, L^ 39 e l'altezza del corpo è di t 5, p. 4, pò. 11, 1. 9, (dimen- 
sioni espresse in base dieci), troyarue il volume. 



«8 



i = t^ 17, p.^ 14, po.^ 67, 1.2 39 =p.» 442,5733 \ V = A. H = p.« (442,5733 X 
H = t. 5, p. 4, pò. 11, 1. 9 =p. 2a,b9 f X 2a,b9) = p.« 10821,370b23 



442,5733 
2a,b9 

331a2553 
3ba317b9 
37608086 
884b266 

10821,370b23 



p.8 10821 : ] 60 = t» 85, p.» 81 ; 

100 dunque si ha V = t» 85, p.3 81, pò.» 370, L»b23 e 
82 volendo scrivere questo risultato in base dieci si ha 
76 V==t.8 101, p.8 97, po.8 516, l.» 1611 



81 



Esempio III. Qual'è la somma da distribuirsi fra 17 persone in modo che 
ciascuna abbia lire toscane 24, soldi 5, denari 6. (I dati sono scrìtti in base dieci; 
il calcolo lo si &ccia in base dodici). 

(L. 24, S. 5, D. 6)io =(L. 20,337249)i2=*)L. 20,33725 

(17Xo= (n)x2 15 



L.412, S. 13, D. 6 



al45bb3 
20337249 



L. 2a4,81240 
Il valore distribuito ammonta a L. (2a4,812407)i2 =^L. 2a4, S. 11, D. 6. 
Il quale importo scritto in base dieci vale L. 412, S. 13, D. 6. 

Esempio IV, Quanto valgono tese^ 17 ep.^18 di terreno, se 1 tesa quadr« 
vale Lire 49, 8. 10. (Numeri dati in base dieci; calcolo in base dodici) 

(Lire 49, S. 10)io =(L. 41,6)i2 \ ,, ^ Rrezzo del terreno== 

t 8 17 n 2 18Ì -rt 2 15 6? H ^- ^^'^ X ^^'^ " = (^- ^^2,3X2 e scritto in 
(t. 17, p. ibjio — (t. I5,b;ia; base dieci si ha Prezzo L. 866, S. 5. 



Verifica 
41,6 49,5 

15,6 17,5 



2090 
1876 
416 



2475 
3465 
495 



Anche qui si è ricorso ai rapporti noti, pei quali 
p.2 36 = t2 1; S. 20==L. 1. 



(L. 602,80X2 =(L. 866,25^0 =(L. 866, S. 6)^0 



*) n dinbolo =^ vale » press* a poco uguale*. 
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E. Divisione. 



Esempio L Un rettangolo, la cui area è di t> 17, p.^ 14, poJ 67, L' 39 e la 
sua altezza di i 2, p. 5, pò. 10, 1. 11 ; si chiede la misura della base, supponendo i 
dati scritti in base dieci, e volendosi eseguire i calcoli in base dodici. 

A=:(tn7, p.«14, po.«67, l.«89Xo =(t.«15, p.«12, po.«67,L2 33)ig = 

= p,« 442,5783 
H = (t. 2, p. 5, pò. 10, L 11) =(t. 2, p. 5, pò. a,l. h\^ = 

442,5733 : 15,ab = 2a,b9; "" P" ^^'*^ 

2b9a 




14477 
12bl2 

15653 
14501 

11523 
11523 

00000 



Quindi la misura della base del rettangolo dato scrìtta nel sistema 
numerico duodecimale è di p. 2a,b9 = t. 5, p. 2, pò. b, 1. 9 ; e volendo 
il risultato scrìtto in base dieci si ottiene B = i 5, p. 2, pò. 11, 1. 9 ; 
il che forma una verifica o rìprova alla soluzione deir esempio I. rela- 
tivo alla moltiplicazione dei numerì complessi 



Esempio II. Un parallelepipedo ha per base un rettangolo la cui area è di 
t.^ 17, p.^ 14, pò.' 67, 1.' 39 ed il suo volume è dato dal numero complesso i^ 101, 
p.^ 97, po.B 516, 1.3 1611; calcolare l'altezza del corpo ricorrendo al sistema a base 
dodici, benché i dati sieno espressi in base dieci. 



A = (t.2 17, p.« 14, po.8 67, L» 39)io = 
= (t.8 15, p.8 12, po.« 57, 1.8 33)i2 = 
= (p.« 442,5733X8 
Infatti: 

ta(17Xo=t (15)18 

p.«(14)io = p.«(12X8 

(16X30 + 12 = 442)i2 

po.2 (67)io «=-po.« (57)i2 =p.8 0,57 

1.2 (39)io =1» (83)i2 =P-* 0,0033 

Soluzione: 
10821,870b23 : 442,5733 = 2a,b9 
884b266 



V = (t.3101,p.897,po.»516,L81611)io = 
= (t8 85, p.8 81,po.«370,1.8b23)i2 = 

= (p.8 10821,370b23Xa 
In&tti: 
t.»(101)io=t»(85)i8 

p.8(97)io=p.»(91)i2 
(85Xl60 + 81 = 10821)i8 

po.8 (516)io =po.» (370)i8 = p.» 0,370 

1.8 (1611)io --1.8(b23)i2 =p.80,000b23 



3b92106b 
37608086 

4314ba52 
3ba317b9 

38la2553 
331a2553 

00000000 



La misura dell'altezza del parallelepipedo dato, scritta come ri- 
sultò in base dodici è di p. 2a,b9 == t. 5, p. 2, pò. b, 1. 9 ; e volendo 
tale misura risultante espressa piuttosto in base dieci si ottiene 
H = t. 5, p. 2, pò. 11, 1. 9, il quale risultato serve da controllo alla 
soluzione del problema proposto nell'esempio II. relativo albi 
moltiplicazione dei numeri complessi. 



iti 

Usempio III. Fra 17 persone voglionsi distribuire L. 412, S. 13, B. 6 in parti 
eguali; si domanda quanto toccherà a ciascuno (i numeri dati sono espressi come 
sempre in base dieci, la soluzione la cercheremo ancora col calcolo in base dodici). 

(L. 412, S. 13, D. 6)io =(L. 2a4, S. 11, D. 6)12 =(1. 2a4,8124072)i2; (17)io =(15)i2 
quindi si ha: 

2a4,8124072 : 15 = 20,3372432 
0048 

51 L'importo che toccherà a ciascuna persona scritto in base do- 

a2 dici ammonta a L. 20,3372432, valore approssimativamente eguale 

34 a quello dato neir esempio III. delle moltiplicazioni dei numeri 

60 complessi quale somma individuale da distribuirsi, che scritta in 

47 base dieci ascende a L. 24, S. 5, D. 6. 

42 

Esempio IV. Se un terreno di t» 17^ p,a ig yaXe L. 866, S. 6, si domanda 
quanto varrà esso per tesa quadrata (anche qui i dati intendonsi in base dieci, ed 
il calcolo viene eseguito in base dodici). 

(t.2 17, p.2 1S\q =(t.* 15i6)i2 ì Onde il prezzo unitario di quell'appezzamento di 
(L. 866, S. 5)10 =(L. 602,3)i2 f terreno lo si ricaverà quale quoziente della se- 
guente divisione: 

602,3:15,6 = 41,6 

5a0 

-^ Quindi il valore di quel terreno per tesa quadrata è di L. 41,6 

(in base dodici) che corrisponde scritto in base dieci a L. 49, S. 10; 

e questo risultato può servire da verifica di quello ottenuto nella 



^ soluzione del problema proposto coir esempio IV. delle moltiplica- 

^^ zioni dei numeri complessi: 





F. Osservazioni sui calcoli fatti negli esempì precedenti 

coi numeri complessi. 

Dagli esempi sin qui trattati emerge bensì che il sistema duodecimale è in 
molti casi atto a semplificare i calcoli coi numeri complessi, ma s'è veduto altresì 
che in alcuni casi dobbiamo affirontare delle frazioni periodiche; ciò si verifica pre- 
cisamente in quei casi, in cui del? unità principale d'un certo sistema di misure si 
formano dei sottomultipli non solo secondo i fattori 2 e 3 della base dodici, ma anche 
secondo altri fattori primi e precipuamente v' incontriamo in allora anche il fattore 5 ; 
per modo che in quei pasi, volendo ridurre il calcolo dei numeri complessi a quello 
dei nmaeri radicali^ bisognerebbe adottare un sistema di numerazione nella cui base 
entrassero possibilmente tutti tre questi divisori 2, 3. e 5. Per molti riguardi si rac- 
comanderebbe a tal uopo il sistema sessagesimale (a base sessanta); ma è facile 
vedere che in tal caso s' avrebbe a combattere con un altro inconveniente e sarebbe 

9 
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la necessità d* ìutrodune cinquanta nuove cifre pei numeri compresi dal dieci al 
cinquantanoye. Per ovviare almeno in parte a tale difficollÀ potremo adottare p. es. 
il sistema trigesimale (a base trenta) assumendo i seguenti simboli :a = 10, b = ll, 
c=12, d=18, e=14, f=15, g=:16, li=17, i = 18, 1=19, m = 20,n = 21, 
p = 22, q=23, r = 24; s = 25;t =26; u = 27; v = 28; z = 29. 

Servendoci adunque del calcolo trigesimale, proviamoci ora a risolvere quelH 
tra i problemi precedenti che han dato luogo a frazioni periodiche. 



XXL Problemi sui numeri complessi, coli' uso del 

sistema numerico trigesimale. 



A. Addizione. 

Esempio III. Si effettui la seguente addizione, in cui i numeri dati s'intendono 
scritti in base decimale 5 g., 9 o., 45 min., + 13 gi, 17 o., 50 m. -j- 27 g., 22 o., 40 m.; 

lora=:(y = ^y^ = ^3 33^3 = 0,17fjgiomi 

® ... 1 A ora = 0,Oipf giorni, i ora = 0,Ocf giorm 

avremo quindi: ? ^ /vAr,r j , ^ r.nr,r j 

^ ( -J ora=0,09b7f id. |ora = 0,067f id. 

osservando poi che 1 ora =^ min. 20 

1 1 3-5 AAr 

avremo pure 1 mm. = ore— =^ ore oT^T ^ ^'® òT a» 5» ~ ^'® ^'^^ 

5 g., 9 ore, 45 min. = g. (5,b7f + 0?0v 3pf ) = giorni 5,c 5 ipf 
18 g., 17 ore, 50 min. = g. (d,n7f + 0,117f) = id. d,d8pf 
27 g., 22 ore, 40 min.=:g. (u,ufO + Q^OsO) = id. u,vaOO 

Somma 47 g., 2 ore, 15 min. == g. (lli,000 + 0,2rb7f) = giorni lli,2rb7f 

Somma = giorni lli,2rb7f^= giorni 1 h, ore 2,7f= giorni Ih, ore 2, min.f, e scritta 

in base dieci, giorni 47, ore 2, min. 15. 

Infatti 0,2rb7f| M7f= 2,7f 0,7f : 0,0f =f 

2f0 7f 



ipf 



000 
Esempio IV. Determinnre la somma degli augolì seguenti soitti in base dieci: 
75<>50' 5" + 8200' 15" -|- 96«45' 30" + 1050 24' 10" osservando ìseguentì rapporti 



10=20' 
1' =00,0f 
quindi (30'Xo =(100,o = 00,f 
(15')io= (f08o = OO,7f 
(6')i«= (6')so=0''>3 
(50x0= (6'),o = 00,2f 



1' = 20" 

l"=:0',0f=00,007f 
quindi (SO'Oio =(10")3o = 0',f = 00,07f 
(15")io = (f'Oso = 0',7f = 00,08pf 
(no= (6")8o=0',3 =0o,01f 
(5"Xo= (6"),„=0',2f=00017f 
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76050' 6" =2fo,80 + Oo,017f = 2fo,sl7f ^ 
820 0' 15" = 2i)0,00 + 00,03pf = 2pO,03pf 
960 45' 30'' = 360,pf + 00,07fO = 360,ppf0 

1050 24' 10" = 3f o,cO + 0^02f0 = 3f o,c2f 

Somina=(360o 0' 0")io =bzO,zf + 00,OfOO = cOo,0000 ^ 



Somma = cO 0,0000 e 

scritta in base dieci = 

= 3600 Qf 0" 



Esempio F. Calcolare il yalore complessivo dei seguenti importi di danaro dati 
in monete e sci itti in base dieci: Lire toscane 3, Soldi 5, Den. 8, + 1^» ^i S. 15, D. 4 -f- 
L. 6, S. 10, D. 9; sapendo che 

1L. = S. m 

1 1 8* 5 

per cui 1 S. = L — = L. = L. — = — - — r = L. 0,1 f 

*^ m 2«.5 2«.3».52 •"• ^'^^ 

quindi 5 S. = L 0,7f; a S = L.0,f0;f S. = L.O,pf; 
lS. = D.c 

per cui 1 D. = S. |=S.-i-=S.-^^^=S. 0,2f=L. 0,03pf; 

e 22.3 22.3^52 poiché 2fXlf=3pf; 

quindi 40. = !. 0,0f00; 8 D. = L. 0,1; 3 D. = L. 0,0b7f; 6 D. = L. 0,OpfO; 

9D. = L. 0,1 3pf; 

Lire 3, S. 5, Den. 8 =L. (3,7f + 0,1) =L. 3,8f 
Lire 4, S. 15, Den. 4 = L. (4,pf + 0,0 f) = L. 4,qO 
Lire 6, S. 10, Den. 9 = L. (6,f0 + 0,1 3pf) = L. 6,g3pf 

Somma = (Lire 14, S. 11, Den. 9)io =L. (e,fO + 0,2ipf) = L. e,hipf 

e poiché 0,hipf : 0,lf =b,pf; 0,pf : 0,2f = 9 

s^ayrà la somma ^=L. e,hipf =L, e S. b,pf = L. e S. b D. 9 

e in base dicci Somma ■= L. 14, S. 11, D. 9. 



B. Sottrazione. 

Esempio III. Dal numero complesso 47 giorni 2 ore 15 min. si levi il numero 
41 g., 16 ore, 30 min. Questi numeri s'intendono scritti in base dieci "e si vuol 
calcolare la difBsrenza in base trenta 

g. 47, ore 2, min. 15 = lh,2 rb7 f giorni (vedi esempio HI. delle addizioni 

somma risultante) 
g. 41, ore 16, min. 30 = lb,mipfO giorni (vedi esempio IIL delle addizioni 
somma d elle ultime due poste) 

Diffi ^= (g. 5, ore 9, min. 1 5)^ o = 5,c 5 ipf giorni (vedi esempio III. delle addizioni 

ammontare della prima posta) 
Differenza ^= giorni 5,c5ipf, in base trenta ossia 

id = giorni 5, ore 9, min f, ed in base dieci: Diff. ^=: giorni 5, ore 9, min 15. 

Esempio IV. Trovare la misura del supplemento dell'angolo A = 75 o 45' 15" 
(scritto in base dioci) 

9* 
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«= 180<> 0' 0" =5z^00 + 1 0,0000 ==60«,0000 
A= 750 45' 15" r=2fo,pf+00,03pf=2fo,pipf 



Suppl. = w — A = (1040 14'45''Xo=3do,7f4.00,zt7f=3eO,7b7f 
vedi i rapporti scritti all' esempio IV. delle addizioni in base trenta. 
Ora si ha Oo,7b7f=e',pf=e' If" 

poiché 0,7b7f:0,0f=e,pf; 0,pf:0,Of=lf 
quindi il supplemento di A sarà «— A = 8eo,7b7f = Se» e' If" e scritto invece in 

base decimale abbiamo: i: — A = 104® 14' 45". 

Esempio V. Un tale deve Lire toscane 14, S. 11, D. 9. Ne paga L. 3, S, 5, D. 8, 
quanto deve ancora ? 

L. 14, S. 11, D. 9 ==L. e,hipf (vedi esempio V, delle addizioni somma 

risultante) 
L. 3, S. 5, D. 8 ^=:L. 3,8 f (vedi esempio Y, delle addizioni ammon- 
tore della prima posta) 

Resto = (L. 11, S. 6, D. 1)^0 =L. b,93pf (vedi esempio V. delle addizioni somma 

delle ultime due poste) 
Infatti 0,98pf : 01 f= 6,2f ; quindi L. b,93pf = L. b, S. 6, D. 1 essendo D. 1 = S. 0,2f. 
Quel tale deve adunque ancora L. b,93pf = Lire b, S. 6, D. 1 e scritto tale 
importo in base dieci invece Lire 11, S. 6, D. 1. 



C. Moltiplicazione. 

Esempio JIL QuaPè la somma da distribuirsi fra 17 persone in modo che cia- 
scuna abbia lire toscane 24, soldi 5, denari 6 (dati scritti in base dieci, calcolare in 
base trenta) 
(L. 24, S. 5, D. 6)io =L. (r,7f + 0,0pf) = L. r,87f; (17)io =h 

|r,87f Dunque la somma da ripartire in tutto è di 
^ L. dp,m7f=L. dp, S. d,f =L. dp, S. d, D 6. 
dp,m7 f 

essendo 0,m7f:0,lf =d,f; 0,f:0,2f=6 

e volendo esprimerla in base dieci si ha quella somma uguale a L 412, S. 13, D. 6 

poiché (dp)3o =(13.30 + 22)io =(412)io. 

Esempio IV. Quanto valgono tese* 17ep2 18di terreno, se 1 tesa quadrata 
vale Lire 49, S. 10? (Numeri dati in base dieci; calcolo in base trenta) 

(L. 49, S. 10)io =L. ll,f^ Prezzo del terreno = (Lirell,fXliif)3o=(L.vt,7f)8o 
(t.2 17, p.2 18)iQ = t.2 h,f j e scritto in base dieci si ha prezzo =L 866, S. 5 

Verifica 

l,lf 49,5 (vt,7f)3o =(28.30 + 26 + ||^),o =(866^)10 

h,f 17,5 

rpf 2475 Anche qui si è ricorso ai noti rapporti. 



Molt. { 



vlf 3465 

495 



(v,t7f)3o =(866,25)10 =(L. 866, S. 5)10 



69 



D. Divisione. , 

Esempio III. Fra 17 persone yoglionsi distribuire L. 412, S. 13, D. 6 ia partì 
egaali, si domanda quanto toccherà a ciascuno. (I numeri dati sono scritti in base 
dieci, calcolo in base trenta). 

(L 412, S. 13, D. 6)io =(L. dp,m7f)8o (^^di esempio IH. della molt. in base trenta) 

(1 7)10=01)30 

dp,m7f :li = r,87f; (L. r,87f)3o = (L. 24, S. 5, D. 6)^0 (vedi esempio IH. della moli 
di in base trenta) 

4m 

Jl^-_ L'importo, che toccherà a ciascuna persona, scritto in base trenta 

ammonta quindi a L. r,87f, che è precisamente uguale a quello dato 
nell'esempio III, delle moltiplicazioni, quale somma individuale da distri- 



47 
3z 



8f 

g£ buirsi, che scritta in base dieci ascende a Lire 24, S. 5, D. 6. 



00 

Esempio IV. Se un terreno dit^iy^psig yaie L. 866 S. 6, se ne domanda 
il prezzo unitario (cioè per tesa quadrata); i dati s'intendono anche qui scritti in 
base dieci; calcolo in base trenta. 

(t. 2 1 7, p. 2 1 8)1 = (t 2 h, f )3 (vedi esempio IV. delle moltiplicazioni in base trenta) 

(L. 866, S. 5)10 =(L. vt,7f)3o ( id. id. id. ) 

vt,7f:h,f=ll,f; (L. ll,f)3o=(L. 49, S.10)io (vedi es. IV delle molt. in base trenta) 
hf 

bb7 Quindi il valore di quel terreno per tesa quadrata (il suo „ prezzo uni- 

b2f tario, ) è di L. 1 l,f, il quale risultato può servire a tìtolo di verifica della 

8pf soluzione trovata pel problema proposto coli' esempio IV. delle moltìpli- 

8pf zioni in base trenta. 
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Da questi ultimi esempì, nei quali la soluzione fii trovata col sistema numerico 
trigesimale, risulta adunque infattì, che col suo mezzo si possono evitare tutte quelle 
frazioni periodiche che hanno origine dal fattore primo 5, che entra a formare i 
sottomultìpli di talune delle unità di misura considerate. 



Errata - Ck>rrige. 

Pag. 2 Linea 9 di sopra invece di : spezzata (— , che ecc.) leggasi : spezzata ( , che ecc.). 

8 » 10 » > s' aggiungano i numeri XIH e XVII e si tolgano i numeri XX e XXI. 

S » 21 » , invece di : visto leggasi vista. 

5, 12,» , , divisibile (b 4- 1) leggasi: divisibile per (b + l). 

5 , penultima invece di XXI leggasi XIX. 

6 , 10 di sopra si legga: N — R = (a» — a^) (b« — 1) 4- (am— i — a^) (b»— * — b) -f 
4- (a».-, — a,) (b"*— * — b*) + • • • • + (am— r — ar) (b«— ' — V); ma (bp — b») è ecc. 

6 Linea 20 di sopra invece di : XII, XV si legga XIV. 

6 » 27 . , , , 6n-f 1 si legga (6n±l). 

7 . 5 » , , , V si legga VI. 

7 S* aggiunga la seguente nota: Nel caso in cui (come a pag. 10 ed 11) Nb ed Nr si- 
gnificano numeri scritti nella medesima maniera in basi diverse, Nb ed Nr sono 
naturalmente disugnali. 

8 Linea 18 di sotto invece di f leggasi f. 
28 > 14» , » » sottriamo leggasi sottraiamo. 
27 » 16 di sopra , » 426 leggasi 456. 
88 , 12 di sotto > , 4867 leggasi 4887. 
86 , 14 » » », » (4889) leggasi (4889)i,. 
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